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Vorwort. 


In den hier vorliegenden zwei Binden der ,,Sammlung 
Schubert haben wir, entsprechend dem Zweck dieser Samm- 
lung, die allgemeine Theorie der Raumkurven und Flachen 
in einer leicht verstindlichen und doch wissenschaftlich 
strengen Weise zu behandeln gesucht. Demgemif wurde 
bei der Darstellung und Beweisfiihrung nicht in erster Linie 
auf Kiirze und Eleganz Bedacht genommen, sondern der- 


jenige Weg gewahlt, der sich dem Verstindnis des Lesers 


am besten anzupassen schien; nach demselben Gesichtspunkt 
wurde bald die analytische, bald die geometrische Darstel- 
lung bevorzugt, oft auch der analytische Beweis durch eine 
geometrische Veranschaulichung vorbereitet. Die Entwick- 
lungen sind an geeigneten Beispielen illustriert; auBerdem 
ist jedem Abschnitt eine gréfere Anzahl von Ubungsaufgaben 
beigefiigt, und zwar wurden hauptsiichlich solche ausgewahlt, 
die zugleich ein allgemeineres theoretisches Interesse bieten. 
An Vorkenntnissen diirfte zum Studium des Buches etwa 


’ erforderlich sein: die analytische Geometrie der Ebene und 


des Raumes, einschlieBlich der Gebilde zweiten Grades, die 
Infinitesimalrechnung und ihre Anwendung auf ebene Kurven, 


‘sowie die wichtigsten Sitze iiber Differentialgleichungen 


(S. Se Vial, TX,"xX, XT, XX YV), 

Der Stoff wurde in vier Abschnitte gegliedert, von 
denen je zwei einen Band bilden, Im ersten Band werden 
die Raumkurven (I. Abschnitt) und die krummen Flichen 
in rechtwinkligen Koordinaten (II. Abschnitt) behandelt; 
der zweite Band enthilt als I. Abschnitt die Flichen in der 
GraufSschen Parameterform und weitere hier sich anschliefende 
Probleme; im IJ. Abschnitt desselben werden besondere 
Flachengattungen untersucht und die Grundziige der Theorie 


IV Vorwort. 


der Strahlensysteme entwickelt. — Am Schlusse jedes Bandes 
wurde noch ein alphabetisches Sachregister beigefiigt, um 
eine rasche Orientierung tiber einzelne Fragen zu erleichtern. 
Der Leser diirfte so in dem Buche wohl alles finden, was 
zum Studium gréfgerer Werke (Darboux, Bianchi), sowie 
zum Verstindnis der Originalarbeiten erforderlich ist. — 
Die Figuren sind in parallel-perspektivischer Darstellung 
gezeichnet; einzelne derselben (Nr. 14 und 30) verdanken 
wir der Firma M. Schilling in Halle, die uns in entgegen- 
kommendster Weise die Klischees zu den Abbildungen ihres 
Katalogs zur Verfiigung gestellt hat. Wir méchten nicht 
unterlassen, auf das vortreffliche Anschauungsmaterial hin- 
zuweisen, das die mathematischen Modelle der genannten 
Firma gerade auch fiir unser Gebiet bilden. 

Herr Professor Dr. Stahl an der Universitat Tiibingen 
hat uns bei unserer Arbeit, sowohl in Bezug auf die Anlage 
des Ganzen, wie auf die Ausfiihrung im einzelnen, aufs ein- 
gehendste mit seinem Rat unterstiitzt, wofiir ihm auch an 
dieser Stelle unser aufrichtigster Dank gesagt sei. Des- 
gleichen sind wir Herrn Professor Dr. v. Brill in Tiibingen 
fiir die giitigst erteilte Erlaubnis zur Benutzung seiner Vor- 
lesung tiber Kriimmungstheorie zu grofem Dank verpflichtet. 


He Hen gem , Januar 1903. Die Verfasser. 
Heilbronn 
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Einleitung. 


Es moégen hier zuniichst einige Satze und Formeln, haupt- 
siichlich aus der analytischen Geometrie des Raumes, die 
spiter bentitzt werden, im Zusammenhang vorangestellt werden. 

1. Der Abstand r zweier Punkte (z,, y,, 2,) und (7%, y», 2) 
ist bestimmt durch die Gleichung 


(1) 7? = (L, — Hp)? + (¥, — Yo)? + (& — %)?- 

- 2. Sind a, f, y die Richtungskosinus einer Geraden, 
d. h. die Kosinus ihrer Neigungswinkel gegen die Koordi- 
natenachsen, so ist 


2) 24 P+ P=1. 


3. Kine Gerade durch den Punkt #,, y,, 2, mit den 
Richtungskosinus a, f, y hat die Gleichungen 


(3) (@— a) :y—%):@ — 4) =a: B27 
oder 
(4) («—2z,)=oa, Y¥—%=eOP; NaN iG a 8 


Der Parameter 9 bedeutet hierbei den Abstand des 
variabeln Punktes (x, y, z) von dem festgn (x, y,, %)- 

4. Die Gleichung einer Ebene durch (2, y,, %) senk- 
recht zu der Richtung a, f, y ist 


(5) (@—a,)a+y—y)B+(@—%4)7=0. 


(3) oder (4) stellt also die Normale dieser Ebene dar. 
5. Der Winkel v zweier Geraden mit den Richtungs- 
kosinus a,, B,, 7, und ay, fy, yy ist bestimmt durch 
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(6) COS VU = 4 Ay + By Py +1725 


oder s 
25 U 2 2 2 
(7) 4 sin® one: (a, — a2)? + (8, — Be)? ++ (1 — 72)’. 
Stehen die beiden Geraden aufeinander senkrecht, so ist 


(8) 0, Ay + B, By +7172 = 9. 


6. Der Winkel dv zweier Geraden, die in ihrer Rich- 
tung unendlich wenig verschieden sind, und die Richtungs- 
kosinus a, 6, y, bezw. a+da, B+df, y+dy haben, ist 
bestimmt durch 


(9) dv? = da? + dp? + dy. 


7. Gwischen den neun Richtungskosinus a, f, y; J, m, 1; 
4, w, v dreier aufeinander senkrechter Richtungen bestehen 
sechs Relationen, die in zwei verschiedenen Formen ge- 
schrieben werden kénnen, nimlich: 


a+ pF +y=1, ld+mutny=0, 
(10) P+m+n=1, lat mB +ry=0, 
V+uw+r=1, al+fm+yn=0, 


ef+P42=1, aB+lm+ipu=0, 
(11) P+n?+w=1, py+mn+ur—0, 
vrt+wtyv=1, yatnl+rvl=0. 


oder 


8. Sind die drei in 7. genannten Richtungen so orien- 
tiert, wie die positiven Koordinatenachsen, so ist 

apy 

(12) Lm n 

Aur 


=-+1, 


und weiter 
a=my—nu, l=py—yvp, A=fpn—ym, 
(13) B=ndt— ly, m=va—ly, u=yl —an, 
y=lu—mia, n=AB—pa, v=am—Ffl. 


Sind also zwei dieser Richtungen gegeben, so bestimmt 
sich die dritte eindeutig aus (13). 
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9. Erster Determinantensatz. 
Hs ist fiir sechs beliebige GréBen 2, y,, 23 Yo, Yor % 


[42 |? | 2a |? [ma |" 
Yo % | & Ls Hy Yo | 
(14) | , ae | 


ee 2 2 
fa tyi te Ly By + Yt Yo + % 2 
ee 2 2 2 
eae ith 12 Xe Ye + 22 
10. Zweiter Determinantensatz. 


Sind drei Variabeln x, y, 2 durch zwei lineare homo- 
gene Gleichungen verbunden: 


ae+tbytez=0, a¢+bytoaz=0, 


so ist 
as) wegen lel 
wofiir abgekiirzt geschrieben bee | 
(16) piysam |S OL 


11. Zwei Funktionen (x,y) und y (x,y) von zwei 
Variabeln sind dann und nur dann unabhangig voneinander, 
wenn die sog. Funktionaldeterminante 


Op Op 
py |Ox Oy 
ay Op Ow 

|Ox Oy 


nicht verschwindet. 
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I. Abschnitt. 
Die Raumkurven. 


$1. Gleichungen der Raumkurve. Die Schraubenlinie 
des Kreiscylinders. 


Eine Kurve entsteht durch Bewegung eines Punktes. 


Sie heiSt eine ebene Kurve, wenn alle ihre Punkte in’ 


einer Ebene liegen; andernfalls eine Raumkurve oder eine 
Kurve doppelter Kriimmung. Letztere Bezeichnung 
erklirt sich spiiter. 

Eine Raumkurve wird analytisch dargestellt durch drei 
Gleichungen, welche die Koordinaten «, y, z eines beliebigen 
Punktes P der Kurve als Funktionen einer verinderlichen 
GroBe, des ,,Parameters“ uw, angeben: 


(1) r=fu), y=ou), z=y). 

Die Funktionen /, gw, yw seien fiir alle Werte von wu 
innerhalb eines gewissen Gebietes stetig und differenzierbar.*) 
Die Bedeutung des Parameters kann verschieden sein: stellt 
z. B. u die Zeit yor, so geben die Gleichungen (1) fiir jeden 
beliebigen Zeitpunkt die Lage des beweglichen Punktes an. 

Eine Raumkurve kann indes auch definiert werden als 
Schnitt zweier Flachen: 


(2) F (2, Y, 2 =0, L, (4, y, 2) =0. 
Sieht man beispielsweise z als Parameter an, so ergeben 


sich aus (2) y und z als Funktionen des verinderlichen 
Parameters «. 


*) Dasselbe soll ein fiir allemal von allen in diesem Buch: 


auftretenden Funktionen vorausgesetzt sein. 


§ 1. Gleichungen der Raumkurve. 5 

Man kann von (1) wie von (2) noch andere Gleichungen 

der Raumkurve ableiten: eliminiert man naimlich aus je zwei 

der Gleichungen (1) den Parameter uw, so erhilt man drei 
Gleichungen von der Form: 


(3) Fty,2)=0, O(2,7)—0, Va,y)=—0. 


Eben solche Gleichungen erhalt man aus (2), wenn 
man der Reihe nach z, y, z eliminiert. Jede dieser Glei- 
chungen stellt wieder eine Fliche dar, und zwar eine Cy- 
linderflache, da jede nur zwei der Variabeln «, y, z ent- 
halt. Die drei durch (3) dargestellten Cylinder gehen alle 
durch die Raumkurve (1) oder (2) und projizieren dieselbe 
auf die drei Koordinatenebenen. 

Bemerkung. Die Gleichungen (1) und (2) sind nicht 
immer vollstindig aquivalent, insofern (2) unter Umstanden 
noch Kurvenzweige enthalt, die in (1) nicht auftreten. 

Es stellen z. B. die Gleichungen 


ees 


eine Raumkurve dritter Ordnung dar; aus diesen Gleichungen 
lassen sich folgende zwei leicht herleiten: 


Y=z*, wEe=y?. 


Diese beiden enthalten aber nicht blob die Raumkurye 
dritter Ordnung, sondern auch noch die zAchse. Wir sehen 
also an diesem Beispiel, daB nicht jede Raumkurve als 
vollstindiger Schnitt von zwei Flachen darstellbar 
ist. Von den Gleichungen (2) kann man auf die Form (1) 
tibergehen, wenn man eine der Variabeln, etwa xz, gleich 
einer beliebigen Funktion von w setzt (am einfachsten u 
selber); aus (2) ergeben sich dann y und z durch Auflésen 
als Funktionen von u. Es folgt daraus, dafi eine und die- 
selbe Raumkurve sich auf unendlich viele Arten sowohl in 
der Form (1) als in der Form (2) analytisch darstellen aft. 

Yir geben als Beispiel die Herleitung der Glei- 
ehungen der Schraubenlinie auf dem Kreiscylinder. 
Die Gleichung des letzteren sei 


(4) eiy=a, 
oder in Polarkoordinaten 


Z=acosu, y=asinu. 
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Die Schraubenlinie ist nun definiert als diejenige Kurve 
auf dem Cylinder, die alle Mantellinien unter demselben 
konstanten Winkel schneidet. Daraus folet, daB bei der 
Abwicklung des Cylinders in eine Ebene die Schrauben- 
linie in eine Gerade tibergeht. Die Schraubenlinie sei nun 
durch den Punkt A 
(siehe Figur 1)  gelegt, 
in welchem die _ posi- 
tive X-Achse den Cylinder - 
schneidet. Ist P ein be- 
liebiger Punkt der Schrau- 
benlinie, P’ seine Projek- 
tion auf die X Y-Ebene, 
so bilden die Punkte 4A PP’ 
nach der Abwicklung ein 
rechtwinkliges Dreieck 
A'PP’, dessen Winkel 
A’PP’ fir alle Punkte 
der Schraubenlinie  der- 
selbe ist. Bezeichnen wir 
ihn mit 6, so ist 

By SAP ete: 

Es ist aber offenbar 
PP’=z, A’ P’=au, wenn 
der Winkel AOP’=w in 
analytischem Mafi gegeben 
ist, und wir erhalten so 
Fig. 1. schlieBlich als Gleichungen 

der Schraubenlinie 


(5) L=AC00su, yY=asmu, z—aucigd. 

Den Parametern u und w+22 entsprechen dieselben 
Werte von 2 und y, demnach zwei senkrecht iibereinander- 
liegende Punkte der Schraubenlinie. Zwei solche haben 
stets denselben Abstand, nimlich 

h=2axctg 0. 

Die Gré8e h heibt die Ganghéhe der Schraubenlinie. 
Durch Elimination von « aus je zwei der Gleichungen (5) 
erhalt man die Projektionen der Schraubenlinie auf die Ko- | 
ordinatenebenen, namlich 


§ 2. Bogenelement, Tangente und Normalebene ete. 7 


ate . feted 
e+y= a, n= 1cos( ) y=asin( : 


Diese Projektionen sind der Reihe nach ein Kreis, eine 
Kosinuslinie und eine Sinuslinie. 


§ 2. Bogenelement, Tangente und Normalebene einer 
Raumkurve. 


Die Raumkurve sei wieder gegeben durch die Gleichungen 


(1) «=fu), y=—p™), 2=y). 

Man erhialt ihre Eigenschaften in der Umgebung eines 
ihrer Punkte P durch Untersuchung der einfachsten geo- 
metrischen Gebilde, die durch P und die auf P folgenden 
unendlich benachbarten Punkte P’, P”,... bestimmt werden. 
Beschriinkt man sich zuniichst auf die Punkte P und P’, so er- 
halt man das Bogenelement, die Tangente und die Nor- 
malebene im Punkt P. Zu ihrer analytischen Darstellung 
braucht man nur die ersten Differentiale von x, y, 2; diese sind 


(2) diz=f'(u)du, dy=q’(ujdu, dz=y’(u)du. 


Erklarung. Unter dem Bogenelement oder Linien- 
element der Kurve im Punkt P versteht man die unend- 
lich kurze Verbindungsstrecke der zwei Nachbarpunkte P 
und P’; sie wird bezeichnet mit ds= PP’. 

Sind w und wu-+du die Parameter, x, y, z und «+dz, 
y+dy, 2+ dz die Koordinaten von P und P’, so sind dz, 
dy, dz die Projektionen yon ds auf die Achsen, und ds be- 
rechnet sich als Diagonale eines rechtwinkligen Parallel- 
epipedons (s. Fig. 2), dessen Kanten dx, dy, dz sind. Daher 


hat man fir das Bogenelement ds im Punkte P 


(3) ds? =dx?+ dy? + dz?, 
oder nach (2) 
(4) ds— duff’ (u)? + p(w? +y’(u)?. 


Wegen der Quadratwurzel hat ds zunichst noch ein 
doppeltes Vorzeichen. Wir bestimmen dasselbe durch die 
Festsetzung, daB der Bogen s mit dem Parameter wu 
wachsen, also ds:du positiy sein soll. Der Quadrat- 
wurzel ist alsdann stets das positive Vorzeichen zu geben. 
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Damit wird zugleich die eine Fortschreitungsrichtung auf 
der Kurve von P aus, und zwar diejenige, in welcher w 
(also auch s) zunimmt, als positive, die andere als negative 
festgelegt. 

Um die Richtung des Bogenclements ds zu bestimmen, 
bezeichnen’ wir mit a, 6, y die Richtungskosinus (vergl. 
Kin], 2) desselben. Es ist dann (s. Fig. 2) 


6) amet, pag, ya. 


y’ 


Fig. 2. 


Um diese Werte durch den Parameter w auszudriicken, 
hat man nur die Werte dz, dy, dz und ds aus (2) und (4) 
einzusetzen. 

An (3) und (4) schlieBt sich noch eine Bemerkung an: 
man erhilt die Bogenlinge s eines endlichen Stiickes 
der Raumkurve zwischen zwei Punkten P, und P,, deren 
Parameter wu und uw, sind, indem man das Differential ds 
in (4) zwischen den Grenzen wm und w, integriert; es er- 
gibt sich 

Uy 


(6) s=/ yf (w?+ pw? yw? du. 


Uo 
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Erklirung. Die Tangente der Raumkurve im Punkt P 
ist die Gerade, welche durch P und P” geht.*) 

Lassen wir die positive Richtung der Tangente mit der 
oben definierten Fortschreitungsrichtung der Kurve in P zu- 
sammenfallen, so sind die Richtungskosinus der Tangente 
die in (5) bereits bestimmten Gréfen a, f, y. Sind daher 
X, Y, Z die laufenden Koordinaten der Tangente, und ist 
v der in der positiven Richtung gemessene Abstand des 
Punktes X, Y, Z von x, y, 2, so sind die Gleichungen 
der Tangente (vgl. Einl. (4)) 


(7) X—x=va, Y—y=vp, Z—z=0?y, 
oder durch Elimination von v unter Beriicksichtigung von (5) 
(8) K-9(¥—y:Z 


Erklirung. Die durch P gehende, zur Tangente senk- 
rechte Ebene heift die Normalebene**) der Kurve in P, 
jede durch P gehende, in der Normalebene liegende Gerade 
eine Normale der Kurve. 

Die Gleichung der Normalebene in X, Y, Z als 
laufenden Koordinaten ist nach Einl. (5) 


(9) (X—a)a+(¥—y)p+(4Z—2)y=0, 
oder nach Gl. (5) 
(10) (X — x) dx-+-(Y — y)dy+(Z—2z)dz=0. 


Fir x, y, 2 und a, f, y, bezw. dx, dy, dz kann man 
hier noch die Werte in w aus (1), (2) und (5) einsetzen. 

Wir schlieBen noch einige Bemerkungen an: 

1. Ist der Parameter die Bogenlinge s, sind also 
die Koordinaten eines Punktes der Raumkurve als Funktion 
des von einem bestimmten Punkte ab gemessenen Bogens 
gegeben, so sind die GréBen a, f, y direkt die Differential- 
quotienten der Koordinaten z, y, z nach s. Setzen wir unter 
dieser Voraussetzung zur Abkiirzung 


Ai=a:piy=—derdy:dz. 


GLO. HOES Eo ipeder 3 
(11) 5 SU, aye dt 


*) In Fig. 2 mit PT bezeichnet. 
**) InsFig. 2 mit N bezeichnet. 
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so erhalt man fiir die Richtungskosinus der Tangente 
se RN LA alo Ae 
Es ist also nach Einl. (2) 
(12) wr byt sal, 
Die Gleichungen der Tangente lauten 
(13) X—a2=vx', Y—y=vy’, Z—#2=v2' 


oder 


(14) (X —2):(Y—y):(Z—D=2': yr". 
Die Gleichung der Normalebene wird 
(15) (K—a)a’ +(Y¥—g)y'+(Z—4)2’=0. 


. Ist die Kurve als Schnitt zweier ae gegeben 
in he Form: 
(16) F, (x, y,2)=0, F, (x, y,2)=0, 
so miissen die Koordinaten x+dy, y+dy, z2+dz des 
Punktes P’ die beiden Gleichungen (16) befriedigen, d. h. es 
miissen nach dem Taylorschen Satz die Gleichungen be- 
stehen 


Ox Oz 

(17) 
oF ae Say + 2 — dz=0. 
Cx 


Aus diesen oie ee sich die Verhiltnisse 
der Differentiale dx:dy:dz bestimmen. Man erhilt nach 
Kinl. (16) 
|OF, OF, oF,| 
| Ox “Oy Oz | 
\0F, éF, oF, | ; 
Omer olay dz | 


(18) dz:dy:dz= 


Hiernach lieSen sich die Gleichungen der Tangente und 
Normalebene aus (8) und (10) leicht herleiten. Statt dessen 
kann man aber auch umgekehrt in den Gleichungen (17) fiir 
da, dy, dz die ihnen proportionalen Werte X—a, Y¥—y, 
Z—z'aus (8) einsetzen und erhiilt so die Gleichungen der ° 
Tangente in der Form 
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OF. OF, OF, 
(X — 2) yy 5 madera (22) 0; 
(19) ne 
OF, OF, OF, 
(X — 2) Ae iY) ay (24) ae 0. 


Jede dieser beiden Gleichungen stellt eine Ebene dar, 
und zwar, wie sich im II. Abschnitt zeigen wird, die Tan- 
gentialebene der Fliche F’,=0O oder F}=0 im Punkte P. 
Die Tangente der Raumkurve ist somit, wie auch geometrisch 
einleuchtet, die Schnittgerade der Tangentialebenen der beiden 
Flachen in dem betr, Punkte. 

3. Die (spiter zu benutzende) Mittellotebene der Strecke 
PP’ fallt in der Grenze (d. h. wenn PP’ unendlich klein 
wird) mit der Normalebene des Punktes P zusammen. Denn 
die Gleichung der Mittellotebene zweier Punkte (2, y,, 2,) 
und (22, Yo, %) ist 


(x 249), —a) (y= 4EH\y, —y) 


2 
ps 2, +2, 
t(Z— 25%) 5) —0. 
Setzt man hier fiir z,, y,, 2, die Koordinaten von P, nim- 
lich x, y, 2, fiir 7, y, 2 die von P’, x+da, y+dy, z+daz, 
so erhailt man, wenn die unendlich kleinen Gréfen der 
zweiten Ordnung vernachlassigt werden, 


(X — w)dx+(¥ —y)dy+(Z—adz=0, 
d. h. nach (10) die Gleichung der Normalebene in P. 


§ 3. Sehmiegungsebene, Kriimmungskreis, sphiirische 
Abbildung der Raumkurve. 


Wir untersuchen nun weiter die einfachsten Gebilde, 
die durch drei konsekutive Kurvenpunkte P, P’, P” be- 
stimmt sind. Es sind dies offenbar eine Ebene und ein 
Kreis. Zu ihrer analytischen Darstellung bediirfen wir 
zunichst die Koordinaten des Punktes P”. Diese sind 


et+2dea+da, yt2dy+d@y, e+2de+dz. 


Die zweiten Differentiale dx, dy, d?z sind hierWei be- 
stimmt durch die Gleichungen 
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(1) d@e=—f"(udu, Py=o"(wdu, Pep" (udu; 
ferner folot aus § 2, GI. (3) durch Differenzieren 

(2) ds d?s = dx dx +- dy d’y + dz dz. 


An die Definitionen des § 2 schliefSen sich hier noch 
folgende (vgl. Fig. 3) an: 

Schmiegungsebene (S) der Raumkurve im Punkte P 
heifBt die durch drei aufeinanderfolgende Punkte P, P’, P” 
gelegte Ebene; in dieser Ebene liegen natiirlich die Tan- 
gente in P und die in P”. 


Fig. 3. 


Kriimmungskreis der Raumkurve im Punkte P heift 
der durch drei aufeinandertolgende Punkte P, P’, P” gehende, 
in der Schmiegungsebene von P liegende Kreis; der Radius 
desselben heift der Kriimmungsradius der Raumkurve 
im Punkte P. 

Um die Gleichung der Schmiegungsebene aufzustellen, 
gehen wir Aus von der allgemeinen Gleichung einer Ebene 
durch den’Punkt P (2, Y, 2 2) 


(3) A(X—2)+ B(Y—9) + C(Z—4)=0. 


Sollen P’ und P” auch in dieser Ebene liegen, so 
miissen die Koordinaten dieser Punkte, fir X, Y, Z ein- © 
gesetzt, die Gleichung (3) befriedigen. Es muf also sein 
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(4) Adx+Bdy+ Cdz=0, 
A (2dx-- d?x)+ B(2dy-+ d?y)+ C(2dz-+ d?z)=0. 
Letztere Gleichung reduziert sich vermdge (4) auf 
(5) Ad@zt+ Bdy+ Cdz=0. 


Durch Elimination von A, B, C aus (3), (4) und (5) 
erhilt man als Gleichung der Schmiegungsebene im 
Punkte P(x, y, 2) 

X—a2 Y—y Z—z 
(6) da dy dz |=0. 
OMe d?y dz 

Hier kénnen wieder die Differentiale nach § (2), Gl. (2) 
und Gl. (1) durch die Ableitungen der Funktionen f, m und y 
nach w ersetzt werden. 

Der Kriimmungsradius einer Raumkurve im Punkt P 
wird ganz ebenso bestimmt wie bei einer ebenen Kurve. 
Der unendlich kleine Winkel zweier aufeinanderfolgenden 
Tangenten in Pund LP” heibt der Kontingenzwinkel. Be- 
zeichnen wir diesen mit dt, den Kriimmungsradius mit 7, 
so ist, wie aus der Lehre von den ebenen Kurven bekannt ist 


(7) = 


Da dt der Winkel zwischen den beiden Richtungen 
a, p, y und a+da, 6+df, y+dy ist, so hat man nach 
Einl. (9) fir den Kontingenzwinkel dt 


(8) di? = da?+dp?+-dy?, 
und somit fiir den Kriimmungsradius ry im Punkte P 


1 da?+dp?+dy? 


r? ds? 


(9) 


Durch Differenzieren der Gleichungen (5) in § (2) kann 
unter Beriicksichtigung von (2) Gl. (9) in die Form ge- 
bracht werden 
1 (@2a)2 + (d2y)? + 22)? — (9)! 

i ds* : 


(0) 
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Fir den Kriimmungsradius nehmen wir stets den posi- 

tiven Wert, der sich aus (9) oder (10) ergibt. 
Ist der Parameter der Kurvenbogen s, und setzen wir 
C72 d?y dz 


A y ol 


=27 y”” — 
ds? gt en dst 3 


so erhalten wir, da d?s=0, fir den Kriimmungsradius die 
Gleichung 
1 
(11) ae” Aras 


Der Mittelpunkt MZ des Kriimmungskreises heift der 
Kriimmungsmittelpunkt (/ in Fig. 4); die Grobe 2 die 


Kriimmung der Raumkurve im Punkt P, oder auch spe- 
zieller die erste Kriimmung im Gegensatz zu der spiter 
zu behandelnden zweiten Kriimmung oder Torsion.*) 

Bemerkung. Die Gleichung (7), die der Theorie der ebenen 
Kurven entlehnt wurde, mége noch kurz hergeleitet werden. Da 
r der Radius des dem Dreieck P P’ P” umbeschriebenen Kreises 
ist, so ist 


PP” 
"= sindt 
oder 
Ay? (Qdx + dx)? + (2Qdy+ d*y)? + (Qdz+ d*z)? 
a sin? dt 3 


Beriicksichtigt man im Zihler und Nenner nur die Glieder 
niedrigster Ordnung, so folgt: 


2 dx? + dy’ + dz? 


dt? 


oder 
1 dt 


r ds” 

Die Formeln (7) und (8) gestatten eine geometrische 
Interpretation. Beschreibt man nimlich um den Ursprung O 
des Koordinatensystems eine Kugel mit dem Radius 1, die 
sogenannte ,,Kinheitskugel* und zieht zu der positiven 


*) Der Krimmungsmittelpunkt liegt natiirlich in der Schmie- 
gungsebene, wegen § 2 Schlu& aber auch in der Normalebene von 
P: derselbe liegt daher auf der Schnittgeraden der Schmiegungs- 
ebene und Normalebene von P (Hauptnormale, s. § 4). 
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Tangente eines Kurvenpunktes P eine Parallele durch 0 bis 
zum Schnitt mit der Kugel in P,, so entspricht jedem 
Punkt der Kurve ein Punkt der Kugel, und der ganzen 
Raumkurve K eine Kurve K, auf der Kugel. Man nennt 
den Punkt P, das sphirische Bild des Punktes P und 
die Kurve K, das spharische Bild der Kurve K.*) Sind 
x, y, 2 die Koordinaten yon P, so sind offenbar a, f, y die 
seines Bildes P,, und fiir beide Punkte hat der Parameter w 
denselben Wert. Dem Parameter u-+ du entspricht auf der 
Kurve ein Punkt P’ mit den Koordinaten x+ dz, y+ dy, 
z+dz, auf der Kugel ein Punkt Py mit den Koordinaten 
a+da, B+dp, y+dy. Dem Bogenelement PP’ auf der 
Kurve entspricht das Bogenelement P, P{ auf der Kugel, 
und es ist offenbar 


P, Pi =yda? + dp? +dy? = dt, 


d. h. das sphirische Bild des Bogenelements ist gleich dem 
Kontingenzwinkel. Daraus folgt die obenerwihnte geo- 
metrische Deutung der Gleichung (7), nimlich: 

Satz. Die Kriimmung einer Raumkurve in einem 
Punkte P ist gleich dem Verhiltnis des sphirischen 
Bildes (dt) des Linienelements (ds) zu diesem Linien- 
element selbst. 


§ 4. Das die Raumkurve begleitende Dreikant. 
Kriimmungsmittelpunkt. 


Die Normalebene (§ 2) und die Schmiegungsebene (§ 3) 
in einem Punkte der Raumkurve fiihren naturgema zu einer 
dritten Ebene, nimlich zu der, welche auf den beiden ersten 
senkrecht steht. Wir definieren daher: 

Rektifizierende Ebene im Punkt P einer Raum- 
kurve heiBt die Ebene durch P, welche zur Normalebene 
und zur Schmiegungsebene senkrecht steht; dieselbe geht 
natiirlich durch die Tangente in P, Der Name erklirt sich 
spiter (§ 11, SchluS). 


*) Die Bezeichnung ,sphiirisches Bild“ ist hier im engeren 
Sinne gebraucht. Man kann, wie wir spiter (§ 9) sehen werden, 
auch mit Hilfe der Hauptnormalen oder Binormalen eine sphi- 
rische Abbildung herstellen. 
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Die drei Ebenen schneiden sich in drei zueinander 
senkrechten Geraden. Die eine ist die Tangente, die andern 
nennt man die Hauptnormale bezw. Binormale. 


Die Tangente ist der Schnitt der Schmiegungsebene 
und der veh enierenden Ebene. 


Die Hauptnormale (Normale in der Schmiegungsebene) 
ist der Schnitt der Normalebene und der Schmiegungsebene. 


Die Binormale (Normale senkrecht zur Schmiegungs- 
ebene) ist der Schnitt der Normalebene und der rektifi- 
zierenden Ebene. 


In jedem Punkt hat man also ein aus drei rechten 
Winkeln gebildetes Dreikant (Trieder), das die Raumkuryve 
begleitet, gebildet von der Tangente, der Hauptnormalen und 
der Binormalen des Punktes P, und es sollen nun zunichst 
die Richtungskosinus der drei Kanten und die Gleichungen 
der drei Ebenen dieses Dreikants aufgestellt werden, soweit 
dies nicht schon geschehen ist. Diese Richtungskosinus seien 


fiir die Tangente: a, f, y, 
(1) fir die Hauptnormale: J, m, n, 
fiir die Binormale: 4, uw, ». 


Wir setzen ferner fest, daf die positiven Rich- 
tungen der Tangente, der Hauptnormale und der Binormale 
ebenso orientiert seien, wie die positive X-, Y- und Z-Achse. 
Die positive Richtung der Tangente wurde bereits in § 2, 8. 9 
bestimmt; die Hauptnormale geht nach § 3, 8. 14 durch den 
Kriimmungsmittelpunkt der Kurve; auf Grund hiervon de- 
finieren wir als die positive Richtung der Hauptnor- 
male die Richtung nach dem Kriimmungsmittel- 
punkt. Die positive Richtung der Binormalen endlich ist 
nach obiger Festsetzung zu der der Tangente und Haupt- 
normale ebenso orientiert, wie die positive Richtung der 
Z-Achse zur positiven X- und Y-Achse. Vel. Fig. 4, wo die 
Trieder fiir die Punkte P und PL” gezeichnet sind. PT, PH 
und PB bezeichnen die Tangente, Hauptnormale und Bi- 
normale, S, N, R die Schmiegungs-, Normal- und rekti- 
fizierende Ebene des Punktes a  entsprechend sind die Bos 
Geraden und Ebenen fiir P’ bezeichnet. 

Es sind nun die neun Richtungskosinus in (1) zu i 
stimmen, Fiir die Tangente war nach § 2, (5). 
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dx dy dé 
dei. Oatage Co ae 

Da die Binormale auf der Schmiegungsebene senkrecht 
steht, so erhalt man aus der Gleichung dieser Ebene, § 3, 


(6), wenn r zunichst einen Proportionalititsfaktor darstellt, 
fiir die Richtungskosinus 2, , » der Binormalen 


(2) Qe 


A= “ee p— 7, (dear —anare), 


@) cca —dy a). 


iS 
Fig. 4. 


Fiir J, m, n erhalt man nach der oben getroffenen Fest- 
setzung und nach Einl. (13) 
l=uy—vpB, m=va—dly, n=AP—uwma. 
Nach (2) und (3) nimmt / die Form an 


2m —_ 2 —_ da. 
(4) t= 7, (asax dx d's) = i. 


Kommerell, Theorie der Raumkurven, I, 2 
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Entsprechende Gleichungen erhalt man fiir m und »; 
man hat also fiir die Richtungskosinus J, m, n der 
Hauptnormale 

da dp dy 


5 l=r—, m=r- n=r 
? 


ds ds’ ds 


Da ?+m?+n?=1 ist, ergibt sich fiir den Propor- 
tionalitatsfaktor r 
(6) 1 da?+dp+dy? dt? 
7? ds? ds? 


Die Ubereinstimmung von (6) mit § 3, (9) lehrt, dab 
der oben eingefiihrte Proportionalitétsfaktor + dem abso- . 
luten Wert nach gleich dem Kriimmungsradius ist. An und 
fiir sich kann in (3) und (4) fiir + entweder beidemal der 
positive, oder beidemal der negative, aus (6) sich ergebende 
Wert genommen werden. In beiden Fallen hat nach Einl. (12) 
das Trieder dieselbe Orientierung wie das yon den positiven 
Koordinatenachsen gebildete. Wir nehmen nun, um die 
positiven Richtungen der Kanten des Trieders eindeutig 
zu bestimmen, fiir 7 in (3) und (4) stets den positiven 
Wert, oder, was dasselbe ist, + bedeutet den Kriimmungs- 
radius selbst (nicht seinen negativen Wert). Durch diese 
Festsetzung weist die positive Hauptnormalenrichtung 
in der Tat, wie oben festgesetzt wurde, nach dem Kriim- 
mungsmittelpunkt hin: um dies zu beweisen, denken 
wir uns den Koordinatenursprung in den Kurvenpunkt P 
verlegt und lassen die X-, Y- und Z-Achse mit der Tangente, 
Hauptnormale und Binormale der Kurve zusammenfallen. 
Dann wird 


Ci jj— Wy, vee UN, Wasi, MeO: 
A= e630, o OO Se 


Aus der zweiten Gleichung (5) folgt also ap——. Da 


nun 7 und dz positiv sind, so ist auch df positiv; d. h. der 
Kosinus des Winkels der positiven Tangente gegen die po- 
sitive Y-Achse nimmt zu, dieser Winkel selbst also nimmt 
ab, d. h. die Kurve wendet der positiven Y-Achse ihrer kon- | 
kave Seite zu und der Kriimmungsmittelpunkt liegt bei der 
obigen Annahme des Koordinatensystems auf der positiven 
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Y-Achse, d. h. auf der positiven Hauptnormale, womit der 
Beweis erledigt ist. 


Alsdann hat man fiir die Koordinaten X, Y, Z des 
Kriimmungsmittelpunktes (M in Fig. 3): : 


(7) X=2+rl, Y=ytrm, Z=z+rn. 


Bemerkung. Es ist, im Unterschied von den ebenen 
Kurven, zu beachten, daB der Kiimmungsmittelpunkt nicht der 
Schnittpunkt zweier konsekutiven Hauptnormalen ist. Diese sind 
vielmehr windschief, da sie in verschiedenen Ebenen, den 
Schmiegungsebenen der beiden Punkte, liegen, und ihre beziig- 
lichen Schnittpunkte P und P’ mit der Schnittgeraden dieser 
beiden Ebenen, d. h. der Kurventangente, natiirlich nicht zu- 
sammenfallen. Der Kriimmungsmittelpunkt ist vielmehr der 
Schnittpunkt der Hauptnormalen von P mit der Normal- 
ebene des Nachbarpunktes P’ (vgl. Fig. 4). Der analytische 
Beweis hierfiir sei dem Leser iiberlassen (vgl. § 2, Schlu8). 


Zum Schluf stellen wir noch die Gleichungen fiir die 
Kanten und Ebenen des begleitenden Trieders zusammen. 
Es wurde gefunden: 


Gleichungen der Tangente 


(8) X=“+va, Y=y+vp, Z=z+0y. 
Gleichungen der Hauptnormale 
(9) X=a2+tvl, Y=ytoum, Z=2e+vn. 


Gleichungen der Binormale 
(10) X=“etvi, Y=ytovy, Z=z+»v. 


Gleichung der Normalebene 


(11) (X—a)at+(Y—y B+ (Z—2)y=0. 
Gleichung der Schmiegungsebene 

(12) (K—a)A+(¥—y) n+ (Z—4v=0. 
Gleichung der rektifizierenden Ebene 


(13) (X—a)l+(Y—y)m+(Z—2)n=0. 


Hierbei sind a, f, y bestimmt durch (2); 4, mu, » durch 
(3); l, m, m durch (5); r aus (6) mit positivem Vorzeichen. 
Wied 
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§ 5. Torsion oder zweite Kriimmung. 


Die Betrachtung der einfachsten geometrischen Gebilde, 
die sich aus drei konsekutiven Punkten der Raumkurve, 
P, PB’, PR”, ergeben, ist durch das Vorhergehende erledigt. 
Wie man leicht sieht, besitzt auch eine ebene Kurve alle 
diese Gebilde. Etwas wesentlich Neues erhalten wir aber 
fir die Raumkurve, wenn wir noch einen vierten, dem 
Punkt P” unendlich benachbarten Punkt P”’zur Betrachtung 
heranziehen. In der analytischen Darstellung treten aufer 
den ersten und zweiten auch noch die dritten Differentiale 
der Koordinaten auf. Diese sind definiert. durch die 
Gleichungen 
1) @a=f”" (wd, Py=q’(uWdw, BPz=—wy” udu. 

Die vier Punkte P, P’, P”, P’” werden nun im all- 
gemeinen nicht in einer Ebene liegen, sondern die Ebene 
durch die drei ersten Punkte P, P’, P” (Schmiegungsebene 
des Punktes P) und die Ebene durch die drei letzten 
P’, P”, P” (Schmiegungsebene des Punktes P’) werden 
miteinander einen unendlich kleinen Winkel dz einschliefen. 
Derselbe ist offenbar gleich dem Winkel der Binormalen in 
P und P’ (s. Fig. 4, wo P’B,| PB). Wie nun der Kon- 
tingenzwinkel dt, d.h. der Winkel zweier konsekutiven Tan- 
genten zur Kriimmung “= fiihrt, so fiihrt der Winkel dz 
zum Begriff der Torsion oder zweiten Kriimmung. Wir 
definieren: 

1) Torsionswinkel des Punktes P heift der Winkel dz 
zwischen der Schmiegungsebene in P und der darauffolgenden 
Schmiegungsebene in P’. 

2) Torsion oder zweite Kriimmung im Punkt P 


heiBt der Wert are die GréBe o heiBt Torsionsradius. 
Wie die Kriimmung 7_o ein MaB ist fiir die Ab- 


weichung der Kurven von einer Geraden, der Tangente im 
Punkt P, 80 pibt die Torsion = ein Ma® fiir die Ab- 
weichung der Raumkurve von einer Ebene, der Schmiegungs- 
ebene im Punkt P. Fir eine ebene Kurve ist itiberall dz7= 0; 
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die Torsion hat also fiir alle Punkte den Wert Null. Hieraus 
erklart sich, warum die Raumkurven auch als ,,Kurven dop- 
pelter Kriimmung“ bezeichnet werden. Der Name ,,Torsions- 
radius“ fiir @ konnte die Meinung erwecken, als ob @ der 
Radius eines Kreises wire, der eine ahnliche geometrische 
Bedeutung hatte, wie der Kriimmungskreis; dem ist aber 
nicht so: @ ist eine rein analytische Grofe. 

Zur analytischen Darstellung der Torsion benutzen wir 
die oben gemachte Bemerkung, daf dz auch der Winkel 
zweier konsekutiven Binormalen ist. Ihre Richtungskosinus 
sind A, u,v; 2+di, ut+du, vt+dyr. Nach Einl. (9) erhalt 
man also fiir den Torsionswinkel dz 


(2) dv? = di? +- dy? + dr?. 
Fiir den Torsionsradius ergibt sich daher 
1d? di@tdwtdy | 
o2 ds? ds? 
Die Werte der Differentiale d2, du, dy sind aus § 4, (3) 
zu bilden, und in (2) und (3) einzufihren. Wir schlagen 
zu diesem Zweck folgenden Weg ein: Da nach Einl. (2) 
42+ uw? +7? =1, also Add + udu+yrdy=0 ist, so kann man 
statt “e ) schreiben 
yee cy He y? Adi + pdu+yvdy 
4 Ada tudutydy di?+du?+dry? | 


Nach Einl. (14) ist dann auch 


2 


(3) 


ad 


2 2 


A pe 
© (da dy) 


y 


dy di 


Nun erhiilt man, wenn zur Abkiirzung 


[ey 
(4) cg du dy 


dx dy dz 
J—= lia dye 
Ba dy Bz 


gesetzt wird, durch eine ganz elementare Rechnung aus 
§ 4, (3) die Gleichung 

AG iat Jr? dz 
dudy— ds® 


? 
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nebst den analogen, Gleichungen, die aus dieser durch cyk- 
lische Vertauschung hervorgehen. Quadriert man diese drei 
Gleichungen, so folgt aus (4) 


(5) dz? = —— 


Beim Radizieren ist nun noch eine Entscheidung tiber 
das Vorzeichen zu treffen. Wiahrend namlich der Kontingenz- 
winkel dé (und damit der Kriimmungsradius 7) als wesentlich 
positiv angesehen werden konnte, ist dies beim Torsions- 
winkel nicht mehr der Fall. Denn fiir das konsekutive 
Bogenelement P’ P” sind jazu PP’ unendlich viele Lagen még- 
lich, die einen Kegel mit dem erzeugenden Winkel di bilden; 
man kann also nicht von einem Vorzeichen dieses Winkels 
sprechen. Fir die konsekutive Schmiegungsebene dagegen 
sind nur zwei Lagen méglich, je nachdem sie gegen die 
vorangehende um das beiden gemeinsame Bogenelement (P” P”) 
im einen oder andern Sinne um den Winkel dz gedreht ist. 
Diese beiden Drehungsrichtungen sind durch das Vorzeichen 
zu unterscheiden, und wir rechnen den Torsionswinkel dz 


(una damit auch die Torsion | positiv, wenn die zweite 
Q 


Schmiegungsebene gegen die erste, in der positiven Tan- 
gentenrichtung gesehen, im Sinne des Uhrzeigers gedreht 
erscheint, im andern Fall als negativ. In Fig. 5 z B. ist 
dt positiv. Zufolge dieser Festsetzung ist, wie sich im 
folgenden Paragraphen zeigen wird, bei der Radizierung von 
: SS ae Peak eae By 

(5) das negative Zeichen zu wiihlen, und es ist also schlieBlich 


dx dy dz 
= -=—— |e dy dz 
qe a dex d*y Be 


dt r 


(6) 


? 


wo noch der Wert von +? aus § 3, (9) zu entnehmen ist. 


Die Gleichung 7 laBt sich in ganz analoger Weise 


mit Hilfe der sphirischen Abbildung geometrisch deuten, 
Thee : F 1 dt 

wie dies am Schluf yon § 3 fiir die Gleichung =o ge- 

schah. Erzeugt man namlich, wie dort mittels der Tan- — 

genten, so jetzt mittels der Binormalen ein sphdarisches 
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Bild der Raumkurve, so daS den Punkten P, P’... der 
Kurve die Punkte P,, Py... der Einheitskugel entsprechen, 
so ist der Torsionswinkel dz gleich dem Bogenelement P, P,’ 


und die Torsion an a 
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In § 4 haben sich die Werte fiir die Richtungskosinus 
a, B, y der Tangente, 1, m, m der Hauptnormale, A, uw, » 
der Binormalen ergeben. Es sollen nun die Differentiale 
dieser Gréfen dargestellt werden. Wir werden so zu einem 
wichtigen, zuerst von Frenet, spater von Serret auf- 
gestellten Formelsystem gelangen. Zuvor seien jedoch die 
wichtigsten Formeln aus den friiheren Paragraphen zusammen- 
gestellt, Es hatte sich ergeben: 


Bogenelement 
(1) ds?=da?+dy?+dz, dsd?s =dada + dyd?y + dzd?z. 


Richtungskosinus der Tangente 


9 BAe np en Pio. Sn 
(2) ods? p ds’,.? ds’ 
Richtungskosinus der Hauptnormale 
3 da d d 
(3) bc iiers: mar, m=ror. 
Richtungskosinus der Binormalen 
Yr bes 2 if i 2 2 
(4) A= 58 (dy@z—dzd?y), w= dst (dzd?x — dxd?z), 
= ai (dad? y —dyd?x). 


Kriimmungsradius und Kontingenzwinkel 


6) 1 dt da? dp?+dy? 


ea foi ds? 


Torsionsradius und Torsionswinkel 
ue dt? di? + dp? + dv? 
o? ds? ds? ; 


(6) 
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Die Werte der Differentiale von a, f, y ergeben sich 
direkt aus (3), namlich 
da _t dB_m dy mn 


) ads... rts. Ria san Fa 


Um da, du, dy zm bilden, differenzieren wir die in 
Einl. (10) stehenden Gleichungen 
42+ w?+y?=1, ad+fpu+tyy=0. : 
Bei der Differentiation der letzteren ist zu beachten, 
daB nach (7) und Einl. (10) A4da+pdf+rdy=0 ist. Es 
ergibt sich also 


Adi + wdu + vdy =0,) 

adi-+ Bdu-+ydy=0 |\ 
und hieraus nach Einl. (15) und (13) d 

dA:du:dv=l:m:n, 


oder, wenn g zunachst einen Proportionalitiatsfaktor vorstellt 
(8) Gh ov du an ap mn 
ds" 0 °""\GsS 7G, « (as 0 
Quadriert und addiert man diese Gleichungen, so zeigt 


sich, daB g dem absoluten Wert nach der in § 4 eingefiihrte % 


Torsionsradius ist. Es fragt sich nun, ob das in (8) stehende ~ 
positive Vorzeichen der in § 5 getroffenen Festsetzung tiber 
das Vorzeichen der Torsion nicht widerspricht. Um dies 
zu entscheiden, verfahren wir ihnlich wie in § 4: wir lassen 
wieder den Koordinatenursprung mit dem Kurvenpunkt P, 
die positive Richtung der X-, Y- und Z-Achse beziiglich mit 
der positiven Richtung der Tangente, Hauptnormale und 
Binormale zusammenfallen. Es ist dann 


a=1, 6=0, 7=03 V0) nt 0, 
A= 0590) ol os 
Die zweite Gleichung (8) gibt nun 
du i 
ae 7-65 


Da dz positiv ist, hat @ dasselbe Vorzeichen, wie du. 
Ist nun du positiv, d. h. wichst der Kosinus uw des Neigungs- — 
winkels der Binormale gegen die Y-Achse, so ist dieser 
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Neigungswinkel in P’ kleiner als in P (vergl. Fig. 4). Die 
Binormale und mit ihr die Schmiegungsebene hat sich also 
fiir einen Beobachter, der in der positiven Tangentenrichtung 
(PT in Fig. 4) blickt, im Sinne des Uhrzeigers um die 
X-Achse, d. h. die Kurventangente gedreht. In diesem 
Fall haben wir aber nach der Festsetzung des § 5 positive 
Torsion, im entgegengesetzten negative Torsion. Das positive 
Vorzeichen von go in (8) entspricht also der in § 5 ge- 
troffenen Festsetzung tiber das Vorzeichen der Torsion. Mul- 
tipliziert man die Gleichung (8) der Reihe nach mit /, m, n 
und addiert, so erhilt man nach Einsetzen der aus § 4, (3) 
gebildeten Differentiale von 2, u, v die Gleichung (6) des § 5 
mit dem dort vorliufig: gesetzten Minuszeichen. 

Um endlich dl, dm, dn zu bilden, differenziere man 
die Gleichung /= fy egeae [Einl. (13)] und ersetze die Diffe- 
rentiale durch ihre as aus (7 4 und (8); man erhalt 


dl 
a On — my) + (my — nf), 


oder nach Einl. (13) 


‘9 eae | 4 dim : am (2 : 4 
ds CEO. ES Laren yh Fil) 'O 


Qe & 


Die beiden letzten Gleichungen folgen aus der ersten 
durch eyklische Vertauschung. 

Die Gleichungen (7)—(9) heiSen die Frenetschen 
(auch Serretschen) Gleichungen. Als Anwendung der- 
selben behandeln wir die 

Aufgabe. Gesucht ist der Mittelpunkt (X’, Y’, 
4’) und der Radius R’ der Schmiegungskugel oder 
oskulierenden Kugel, d. h. der Kugel, die durch 
die vier konsekutiven Punkte P, P’, P”, P” der 
Raumkurve geht. 

Der Mittelpunkt der Schmiegungskugel ist offenbar der 
Schnittpunkt der drei Mittellotebenen auf PP’, P’ P’”, P’”P”. 
Diese fallen aber, wie in § 2, SchluB bemerkt, in der Grenze 
mit den Normalebenen der Punkte P, P’, P” zusammen, 
und wir bestimmen daher den Mittelpunkt der oskulierenden 
Kugel als den Schnitt dreier konsekutiven Normalebenen. 

Wenn der Punkt (X’, Y’, Z’) in der Normalebene yon P 
liegt, so ist nach § 2, (9) 
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(10) = (Xaa+(Y’—y P+ (7 —4y=0. 


Die Bedingung dafiir, dab der Punkt (X’, Y’, Z’) in der 
Normalebene von /” liegt, erhilt man, wenn man in (10) x 
durch «-+dz, a durch a-+da u. s. w. ersetzt. Mit Riick- 
sicht auf (10) erhaélt man unter Vernachlissigung der un- 
endlich kleinen Glieder héherer Ordnung 
(X’— x) da+(Y’— y)dp+ (Z’— 2) dy — (ada Bdy+yd: p)= 
oder nach (2) und (7) 

(11) (X’ — wv) b+ (¥’— y)m4+(Z’ 
Ersetzt man in (11) wieder x und / durch x + dz,1+dlu.s.w., 
y durck r+-dr, so erhilt man die Bedingung daftir, daf 
Punkt (X’, Y’, Z’) auf der Normalebene des Punktes P” 
liegt, némlich (unter Beriicksichtigung yon 11) 
(X’— x) dl+-(Y’— y) dm-+ (Z’—2)dn 
— (ldx+-mdy-+ndz)=dr 


und hieraus nach (2), (9) und Einl. (10) 
; - y Y 
(12) (AA 4(Y'— nt @— a= 0. 


Aus (10)—(12) ergeben sich nun die Koordinaten des 
Mittelpunkts der Schmiegungskugel, indem man die drei 
Gleichungen der Reihe nach mit a, J, 2, dann mit £, m, wu 
und schlieblich mit y, n, » multipliziert und jedesmal addiert. 
Man erhalt so nach Hinl. (11) 


2n=r. 


X’—s=rl—o i, 


(13) Y'—y=rm—e p, 


Z' —£=71n— 0 oo 


Dadurch sind die Koordinaten X’, Y’, Z’ des Mittel- 
punktes der Schmiegungskugel im Punkt P bestimmt. 
Der Radius Rf dieser Kugel ergibt sich durch Quadrieren 
und Addieren der Gl. (13) 


(14) R= (X’— w)? + (¥’—y)*-- (Za 9 + 6? ie) 
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§ 7. Anwendung auf die Schraubenlinie des 
Kreiscylinders. 


Bevor wir weiter gehen, sollen die bisherigen Resultate 
austiihrlich auf ein Beispiel, naéimlich auf die Schrauben- 
linie des Kreiscylnders angewendet werden. Die Glei- 
chungen ergaben sich in § 1, (5) in der Form 


(1) L=a4co0su, y=asinu, z—aucigo, 


wo 6 den konstanten Neigungswinkel der Tangenten gegen 
die Mantellinien des Cylinders ist. 
Es ist nun 


dz=—asinudu, dy=acosudu, dz=actgddu; 
(2) ?z=—acosudu*, d?y=—asinudu, d?z=0; 
Pe=-+asinudu’, dy=—acosudu’, 2z=0. 


Daraus folgt nach § 2, (3) 
3) is=- 
@Q) ds—S, 
und aus § 6, (2) 


adu 


= 5 (wenn fiir «~—0, s=O ist) 


(4) a=—sinwsind, P=cosusind, y=cosd. 

Hiernach 
da=—cosusinddu, df=—sinusnddu, dy=0. 

Also nach § 6, (5) 

(5) Sees im a7 0) 

und nach § 6, (3) und (4) 

(6) l=—cosu, m=—sinu, n=0; 

(7) A=cosdsinu, sw=—cosucosd, yv=sind. 


1 ida 
she 3 a 1 ida f 
Weiter ist nach § 6, (8) nc er und daher 


sin 6 cos 6 


Bt 


a 


—| 
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Endlich folgt aus § 6, (14) 
a 
sin? 5 
Aus den Gleichungen (1)—(9) folgt 
Gleichung der Normalebene 
(10) Xsinu— Ycosu—cetg 6(Z—auetg6)=0. 


(9) == 


Gleichung der rektifizierenden Ebene 

(11) Xecosu+ Ysnu=a oder Xxz-+ Yy=a?. 
Gleichung der Schmiegungsebene 

(12) Xsinu— Y cosu+ Ztgd—au=0. 
Ferner 
Gleichungen der Tangente 


X=acosu—vsinusind, Y=asinu+veosucos 6, 


(13) Z=aucetg 6+ vcos 6. 


Die Gleichungen der Hauptnormale 
(14) X=(a—v)cosu, Y=(a—v)sinu, Z=auetgod. 
Die Gleichungen der Binormale 


(15) X=acosu+vecosdsinu, Y=asinu —vcos 6 cosw, 
4=auctg d+ vsin d. 


Die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes sind 
X=—acosuctg?d, Y=—asinucte?d, Z=auetgo. 


Dies sind zugleich die Koordinaten des Mittelpunktes 
der Schmiegungskugel. 

Konstant sind die Werte: y, n, », r, 9, R. Es ergeben 
sich daraus unter Beriicksichtigung der berechneten Werte 
folgende Siitze fir die Schraubenlinie: 

Satz 1. Die Tangente bildet mit der Z-Achse (Cy- 
linderachse) oder die Normalebene mit der X Y-Ebene den 
konstanten Winkel 6. 

Satz 2. Die Binormale bildet mit der Z-Achse oder 
die Schmiegungsebene mit der X Y-Ebene den konstanten ~ 
Winkel 90°— 0. 
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Satz 3. Die Hauptnormale ist das Lot vom Kurven- 
punkt auf die Cylinderachse oder die rektifizierende Ebene 
ist Tangentialebene an den Cylinder. 


Satz 4. Die Kriimmung und ebenso die Torsion ist 
konstant; die Kurve ist in sich verschiebbar; denn ist s 
der Parameter, so sind alle Vierecke P P’ P’P” kongruent. 

Satz 5. Der Radius der Schmiegungskugel ist gleich 
dem Kriimmungsradius. 

Satz 6. Der Kriimmungsmittelpunkt fallt mit dem 
Mittelpunkt der Schmiegungskugel zusammen. Der Ort der 
Kriimmungsmittelpunkte ist eine Schraubenlinie mit der- 
selben Ganghdhe auf einem Kreiscylinder mit derselben 
Achse und dem Radius actg?d=r—a. 
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Auf den Eigenschaften des Dreikants und auf den 
Frenetschen Gleichungen beruht der folgende wichtige 

Satz. Eine Raumkurve ist (abgesehen von 
ihrer Lage im Raum) eindeutig bestimmt, wenn der 
Kriimmungsradius r und der Torsionsradius @ als 
Funktionen der Bogenlinge s gegeben sind, also 
durch die Gleichungen 


(1) r=(s), o=y(s). 


Beweis: Die Lage einer Kurve im Raum ist eindeutig 
bestimmt, wenn wir festsetzen, dab einem bestimmten Wert s, 
des Parameters ein Punkt mit den Koordinaten 7, y), 2 
entspricht, und wenn fiir diesen Punkt die Lage des die 
Raumkurve begleitenden Dreikants gegeben ist. Es seien 
fiir ss, die Werte der neun Kosinus a, f, y; 2, u,v; 1, m, 
gegeben; dieselben seien ay, By, ¥o3 40x Mor %3 lor Mos M3 
sie geniigen den Gleichungen (10) und (11) der Ein- 
leitung. Unter dieser Voraussetzung ist das simultane 
System linearer Differentialgleichungen § 6, (7)+(9) zu in- 
tegrieren. Wir zeigen zunichst, daB ein System von Inte- 
gralen dieser Gleichungen a, f, y; 4, wu, v3 1, m, nm (kurz 
a, 4,1), das fiir s=s, die Werte ao, Bo, 703 dos Mor 5 
155M, % annimmt, den Gleichungen Einl. (11) geniigt, daf also 
diese neun Integrale als Richtungskosinus dreier aufeinander 
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senkrechten Richtungen angesehen werden kénnen. Es er- 
gibt sich nimlich aus § 6, (7)—(9) 


da, ,dd_, jdl B, du, dm 


da | jd a3 d 
Caso ae ds Ms Bae lper PLB a 
dy, dy, dn 
ds? dsae as Wb 


oder integriert mit den Integrationskonstanten ¢,, ¢,, ¢3, 
(2) a? +2474+P=¢, P+wW+tnm=oc, y?+r7?+n? +e. 
Weiter folet aus § 6, (7)—(9) wR 


(28 : p<) : ¢ ae mae ; m1) = 0 


A ain 
ds ds ds ds as ds 


sowie die analogen, durch cyklische Vertauschung aus diesen 
hervorgehenden Gleichungen. Die Integration ergibt mit 
den Integrationskonstanten ¢,, ¢;, 


(3) aBtiutlim=aq, Byt+ur+mn=c, 
yatvi+tnl=cg. 


Die Bestimmung der Integrationskonstanten geschieht 
durch die oben angegebene Bedingung, dai fiir s=s, die 
Integrale a, 2, 1 in a, 4, 4 tibergehen, und daf diese 
letzteren den Gleichungen Ein. (11) gentigen. Man erhilt so 


Bias = bys he, Gp =O, = Ge s= 0) 


Es geniigen also in der Tat die neun Integrale a, 2, 7 den 
Bedingungsgleichungen fiir die Richtungskosinus dreier auf- 
einander senkrechten Richtungen. 

Es ist nun noch zu beweisen, daf die .Gréfen a, A, 1 
das einzige System von Integralen der Frenetschen Glei- 
chungen mit den obigen Bedingungen bilden. Wir nehmen 
zu diesem Zwecke an, es gibe noch ein zweites System von 
Integralen a,, 4,, 1,, und zeigen, dai dies mit dem ersten 
identisch sein muf. Zieht man nimlich die in a,, 4,, J, 
geschriebenen Frenetschen Gleichungen von den entsprechen- 
den, in a, A, J gebildeten ab, so sieht man, da auch die | 
neun Gréfen a —a,, A—A,, 1 — l, Integrale der Gleichungen 
§ 6, (7)—(9) sind. Es ist also nach (2) fiir alle Werte von s 
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(@—a,)’+U—*4P+U—hP= G, 
(4) (B — Bi)? + (uw — py)? + (m — m)? = Cy, 
y—n)r+e—n)?+(—n,)? = Cs, 
wobei C,, C,, C;, Integrationskonstanten sind. Da aber so- 
wohl a, 4, J wie a,, 4,, 1, fir s=s, in a, do, J, tibergehen, 
so folot C, = C;= C, =0, und darum ans (4) c=a,, B=,; 
VV, A A Sa We 
Die beiden Systeme von Integralen a,, 4,, 1, und a, J, 2 
sind somit identisch, oder die Frenetschen Gleichungen 
geben nur ein System von Integralen, das fiir ss, in die 
gegebenen Werte a, 4), /, tibergeht. Sind diese Integrale 
bestimmt, so erhilt man aus § 6, (2) die Gleichungen der 
Raumkurve in der Form 


© (5) a—=fads+¢e,, y=[Bds+cy, 2=/yds+e. 


Die drei Integrationskonstanten ¢,, ¢,, ¢, bestimmen sich 
durch die Bedingung, da8 fir s=s,, =X, Y=Y%, 2=& 
werden soll. Die Raumkurve ist also in der Tat durch die 
Gleichungen (1) eindeutig bis auf die Lage im Raum be- 
stimmt. Da diese Gleichungen die Raumkurve unabhiingig 
von jedem Koordinaten&ystem vollkommen “charakterisieren, 
so heifen sie die nattiirlichen Gleichungen der Raum- 
kurve. 

Bemerkung. Man kann beweisen, daB die Integration 
der Frenetschen Gleichungen, wenn r und @ in Funktion 
von s gegeben sind, sich auf die Integration einer einzigen 


Differentialgleichung von Riccatischem Typus”*) zuriick- 
fiithren lift. 
Beweis. Da a?+/#-+. /?=1 ist, so kann man offenbar 

ath 1+1 a—it 1+ 1 1 
(6) eae thor. oh) Gee 
setzen. Aus diesen Gleichungen erhilt man durch Auflésen die 
GréBen a, 4, 1 durch die beiden Parameter w und v ausgedriickt, 
nimlich 


(7) bs ovale F phere pou: UO 
U—Vv u—v u—v- 
Die Parameter w und v sind komplexe Gréfen, und zwar so, 


daB wu und — konjugiert imaginiir sind (vergl. (6)). Setzt man 


*) Vergl. hiertiber: S. S. Bd. XIJI, Schlesinger, Differen- 
tialgleichungen, p. 40 ff. 
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aus (7) die Werte fiir a, 4, J] in die Frenetschen Gleichungen ein, 
so erhilt man statt der drei Gleichungen in a, /, / folgende zwei 
in wu und v 


ee ee 
re eee 


u und v sind also zwei verschiedene Liésungen der Differential- 
gleichung in o 
do we y es 5 5 
(8) Un. & elke a) pen 
Dies ist die Riccatische Differentialgleichung, auf deren 
Liésung das Problem zuriickgefiihrt ist. Man zeigt leicht, daf, 
wenn o eine Lisung von (8), und o’ die zu o konjugiert imaginire 


GréBe ist, auch — eine Lésung von (8) ist. Kennt man also 


oe 
von (8) eine partikulire Lésung wu, so ist der negative reziproke 
Wert v der konjugiert imaginiren GréfBe von wu ebenfalls eine 
Lésung yon (8). Die Werte von a, /,/ ergeben sich dann aus (7). 
Verfihrt man mit £, “, m und mit y, 7, m ebenso, wie mit a, A, J, 
so kommt man offenbar immer auf dieselbe Differentialgleichung (8). 
Niheres s. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, 
Libre I, Chap. II. 


§ 9. Herleitung einer Kurve aus gegebenen 
Kigenschaften. 


Zu den allgemeinen Erklirungen des § 8 geben wir 
einige Beispiele, fiir die die Integration der Frenetschen 
Gleichungen gelingt. Als erstes Beispiel diene die 

Aufgabe 1. Die Kurven zu bestimmen, fiir welehe 


die Krimmung 2 konstant Null ist. 
Fiir r=co folgt aus § 6, (7) sofort 


a=, B=, y=6, 
‘und durch Integration von § 6, (2) 


w=estel, y=aste, 2=e5+66. 


Diese Gleichungen stellen aber eine Gerade dar. 
Aufgabe 2. Die Kurven zu bestimmen, fir die 


die Torsion a konstant Null ist. 
Q 
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Aus § 6, Gl. (8) folgt 
A=C,, = Cy, V=Cy. 
Multipliziert man ferner die Gleichungen § 6, (4) der 


Reihe nach mit dz, dy, dz und addiert unter Benutzung 
der fiir 2, uw, v soeben gefundenen Werte, so folgt 


¢,dxz-+c,dy+ce,dz=0 
oder integriert 
C10 + CY + Cy 2 = Cy. 


Diese Gleichung sagt aus, da alle Punkte der Kurve 
in einer Ebene liegen; die Kurven mit der Torsion 
2G sind daher ebene Kurven. 
eg 

Aufgabe 3. Die Raumkurven zu finden, fir 
welche das Verhaltnis der Kriimmung zur Torsion, 
also r:o konstant ist. 

Zur Lésung ersetzen wir in den Gleichungen (2) und 
_ (7)—(9) des § 6 ds durch rdt und erhalten so 


de 1 dy Lde. 


(1) eo rat’ ” vat’. "rat 
: da ap dy ; 
(2) dé qo ™ qe 
(3) di__ir du mr dy mr 
Gti Oe) dN ou dh Hoe 4 
al ( 4 dm ( a 
(4) dé are ; Fee Vee ol 


dn vr 
ae | i" 


5 = 6 A r 
Wir fiihren nun die Voraussetzung ein, daf — = konst. 


ist und bezeichnen diese Konstante mit ctgd. Differenziert 
man die Gleichungen (4) nach ¢ unter Beachtung von (2) 
und (3), so folgt 

ad? l d?m m an n 

d@ sin?d’ dé ~~ sin?6’— df sin?) ’ 
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oder, wenn 4,, A,, A;; B,, B,, B, Integrationskonstanten 
sind 


fos ee 
sin 


Da fiir alle Werte von ¢ /?-++m?-+n?=1 ist, so miissen 
die sechs Integrationskonstanten, wie sich leicht ergibt, den 
Gleichungen geniigen: 


Ai+4;+4;=1, Bi+B;+B;=1, 
A, B, + A, B,+ A, Bs =0. 
A,, A,, As; B,, B,, B; kénnen also als Richtungskosinus 
zweier aufeinander senkrechten Geraden angesehen werden. 
Man kann nun offenbar das Koordinatensystem so wiahlen, 
daB die eine dieser Geraden der X-Achse, die andere der 
Y-Achse parallel lauft; es ist dann 


A, = B,=1; AAS A Bi Bs 0, 
und nach (5) 


t 
sind’ a A deal 
Die Hauptnormale ist also stets parallel der 
XY-Ebene, oder steht senkrecht auf der Z-Achse. 
Setzt man die Werte aus (6) in (2) ein und integriert, 
so folgt 


(6) 1— cos — 5 b m= sin 


(7) a—sin J sin J 


Bee B= —sin 6 cos — gt preg 


Da a?+6+y?=1 und fe a, erhalt man 
aus (6) und (7) fiir die Integrationskonstanten ¢,, ¢, ¢; die 
Werte: 

Ci—= C= Oh nce = COS Os 

Hs ist also 


(8) a= sin dsin — b=—sin 6 cos y=cos 0. 


t 
sere sin 0’ 
Aus der letzten Gleichung (8) folgt, da8 der Winkel 
der Tangente gegen die Z-Achse konstant ist, und zwar ist 
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nach der Definition von 6 die Tangente eos gleich 
dem Verhiltnis der Kriimmung zur Torsion. | , 0 
Aus (8) und (1) Na durch abermaligé Minteerution 


: : ; t 
" n=sind { ae » y=—sind r cos — a, 


g—cosd]rdt. 


Hierbei sind die Integrationskonstanten = 0 gesetzt, was 
eine Parallelverschiebung des Koordinatensystems bedeutet. 
Der Kriimmungsradius ist eine ganz willktirliche Funktion 
von s; ist diese gegeben, so bestimme man durch die 


Gleichung a ¢ als Funktion von s und fihre in die 


Gleichungen (9) s statt ¢ als Variable ein; es ergeben sich 
dann die Koordinaten z, y, 2 durch Quadraturen als Funk- 
tionen des Parameters s. Um die Natur der durch (9) dar- 
gestellten Kurve zu erkennen, konstruieren wir den Cylinder, 
der sie auf die X Y-Ebene projiziert. Da die Tangente der 
Kurve gegen die Z-Achse nach (8) die konstante Neigung 6 
hat, schneidet die Kurve die Mantellinien des Cylinders unter 
konstantem Winkel; breitet man also den Cylinder in eine 
Ebene aus, so geht die Kurve in eine Gerade iiber; sie ist 
also die Schraubenlinie des allgemeinen Cylinders (vergl. § 1), 
was sich auch aus den Gleichungen (9) leicht analytisch er- 
gibt. Wir haben also den 

Satz Die allgemeinste Kurve, fiir die in 


allen Punkten — konstant ist, ist die Schrauben- 


linie des ligcin siden Cylinders. 

Zusatz. Sind insbesondere y und o einzeln konstant, 
so ist die Kurve die Schraubenlinie des Kreiscylinders. 

Aufgabe 4. Von einer Raumkurve ist das spha- 
rische Bild der Tangenten (vergl. § 3) gegeben; ge- 
sucht sind die Gleichungen der Kurve. 

Es seien a, 6, y in Funktion eines Parameters wu ge- 
geben; dann ist, wenn V einen Proportionalititsfaktor be- 
deutet, nach § 2, (4) und (5) 


3* 
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also sind die Gleichungen der Kurve 
a —a,={Vadu, Y¥—Y=/VBdu, 2z—2=/[Vydu, 


wo V eine willkiirliche Funktion von w ist, deren Be- 
deutung sich aus § 2, (4) und (5) leicht ergibt; es ist 
A ee ELS 
nimlich V=—_. 
du peas 
Aufgabe 5. Von einer Kurve ist das spharische 
Bild der Binormalen (vgl. § 5, SchluB) gegeben, ge- 
sucht sind die Gleichungen der Kurve. 
Hier sind 4, uw, » in Funktion eines beliebigen Para- 
meters uw gegeben. Es ist nun nach § 6, (8) 
adh d dy 


Io, m=o—, n=o—. 


Weiter ist nach Ein]. (13) und der letzten Gleichung 


du [ad dy 
Vad me ( "7, ue), 


also sind nach § ) die Gleichungen der Kurve 
a 
coat E — 12) au ws.w, 


wo wieder o eine willkirliche Funktion von w ist. 

Aufgabe 6. Gegeben seien die Richtungskosinus 
der Hauptnormalen l, m, n (spharisches Bild der 
Hauptnormalen); gesucht sind dieKurvengleichungen. 

Die Rechnung wird fiir diesen Fall etwas linger; wir 
beschrinken uns daher auf eine Andeutung der Lésung fir 
den einfachsten Fall, daB 7, m, m in Funktion des Bogens s 
gegeben sind. 

Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen § 6, (9) 


dl 4 
erhalt man, wenn J’ = — u.s. w. ist 
ds 


1 1 / Mt feo 
(10) at gt) eae 


Differenziert man die erste der genannten Gleichungen, go 
folet aus § 6, (7) und (8) 
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aM yeti 
\ om Ww 
“ds Ee (5+) i 


Bildet man die analogen Gleichungen fiir 6, uw, m und 
y, v, n, quadriert und addiert die drei so erhaltenen Glei- 
chungen, so folgt, da 27l’=0 und daher 2U” = — 21’ ist, 


Ce) -() 
E BTL 7 Me yh 12 (7/2 12 /2)2 
(11) a + a V24 m2 +n (U2 +m’? +’), 

Aus dieser Gleichung und aus (10) kann man r und @ 
als Funktionen von s bestimmen; man setzt zu diesem 
Zweck 

1 7 Pa ee al os 1 : E 1 1s 

7 7 008 wl’? + m+ 0’; a sin u Yl’? +m? + n?, 
geht mit diesem Werte in (11) ein und erhalt dann w durch 
eine Quadratur in Funktion von s und damit r und @. Die 
Gleichungen § 6, (7) ergeben dann durch Quadraturen a, f, y 
und § 6, (2) endlich 2, y, 2 ebenfalls durch Quadraturen in 
Funktion yon s. 


§ 10. Raumkuryen und abwickelbare Flichen. 


Zu neuen Betrachtungen werden wir gefiihrt, wenn wir 
das aus Tangente, Hauptnormale und Binormale bestehende 
Dreikant lings der Kurve hingleiten lassen und die Ge- 
bilde untersuchen, die durch die Ebenen des Dreikants bei 
seinem Hingleiten an der Kurve, also durch die aufeinander 
folgenden Schmiegungsebenen, Normalebenen und rektifizie- 
renden Ebenen erzeugt “werden. Zu diesem Zweck ist es 
niitzlich, allgemein zu untersuchen, welches geometrische 
Gebilde durch eine einfache, stetige Folge von Ebenen er- 
zeugt wird. Wir miissen hierbei allerdings einige Begriffe, 
die erst im II. Abschnitt (§ 15) eingehend behandelt werden, 
hier als bekannt voraussetzen (namentlich Tangente und 
Tangentialebene einer Fliche) bezw. auf Abschnitt II ver- 
weisen. — Zuniichst beweisen wir den 

Satz 1. Eine einfache, stetige Folge von Ebenen 
erzeugt eine Fliche, die von allen Ebenen der Folge 
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bertihrt wird: diese Flaiche ist ohne Dehnung und 
Faltung in eine Ebene abwickelbar und hei8t daher 
eine abwickelbare Flache. 

Beweis. Die Ebenen der Folge seien E,, £,, E;. 
(vgl. Fig. 5). Je zwei aufeinanderfolgende Ebenen schneiden 
sich in einer Geraden, z. B. HE, und EH, in der Geraden g,, 
FE, wnd FE; in g, u.s. w. Die Flaiche kann also auch er- 
zeugt gedacht werden durch eine einfache stetige Folge von 
Geraden: 9, Jo, J3-.-, und zwar mit der besonderen Eigen- 
schaft, dab je zwei konseku- 
tive Geraden, z. B. g, und 
g; sich schneiden; denn g, 
ist der Schnitt von £, und E,; 
gz, der Schnitt von F; und E,; 
g, und gz liegen also beide in 
E; und schneiden sich somit in 
einem Punkte P, dieser Ebene. 

Da ferner alle Linienele- 
mente der Flache, welche einen 
Punkt auf g, mit einem unend- 
lich benachbarten Punkt auf g, 
verbinden, in E; liegen, so ist 
EF, eine Tangentialebene an die 
Flache; dasselbe lat sich ebenso 
von jeder anderen Ebene der 
Folge zeigen. Alle diese Ebenen 
beriihren daher die Flache, und 
zwar jede lings einer Geraden 

eee der Flache. Dreht man nun 
; die Ebene FE, um g,, bis g, in 
die Ebene £, “fat, dann E, um die neue Lage yon gp, bis 
auch g, in die Ebene Ey’ fallt u. s. w, so sieht man, daf 
die ganze Fliche ohne Debate und Faltung der einzelnen 
Flachenteile in eine Ebene abgewickelt werden kann. Damit 
ist der aufgestellte Satz bewiesen. 

Die hier betrachteten Flaichen sind ein spezieller Fall 
einer allgemeineren Gattung von Flachen, den sogenannten 
Regelflichen. Jede- Fliche namlich, die durch eine ein- 
fache, stetige Folge von Geraden eebildet wird, oder, kine- - 
matisch ausgedriickt, die durch stetige Bewegung einer Ge- 
raden erzeugt wird, heiBt eine Regelflaiche, die einzelnen 


at - 
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Geraden derselben ihre Erzeugenden. (Naheres s. I. Bd., 
§ 31f.) Diese Regelflachen zerfallen in zwei Klassen: 


1. nicht abwickelbare Regelflaichen, auch wind- 
schiefe Flachen genannt, sind solche Regelflachen, bei 
denen sich je zwei konsekutive Erzeugenden nicht schneiden, 
und die nicht in eine Ebene abgewickelt werden kénnen 
(z. B. hyperbolisches Paraboloid). 


2. abwickelbare Flachen sind solche Regelflachen, 
bei denen je zwei konsekutive Erzeugenden sich schneiden, 
und die in eine Ebene abgewickelt werden kénnen. 

Wir haben uns hier nur-amit den abwickelbaren Flachen 
zu beschaftigen, die in engster Beziehung zu den bisher be- 
trachteten Raumkurven stehen. Diese Beziehung soll nun 
weiter dargelegt werden. 

Die Schnittpunkte P, P,, P, von je zwei konsekutiven 
Erzeugenden, oder je drei konsekutiven Ebenen des Systems 
bilden eine stetige Folge von Punkten, also eine Raumkurye, 
welche die Riickkehrkante oder Kuspidalkante der 
abwickelbaren Fliche heift. Auf jeder Erzeugenden der 
Flache liegen zwei konsekutive Punkte der Riickkehrkante; 
z. B. auf g, die Punkte P, und P;. Die Erzeugenden 
der Flache sind daher Tangenten der Rickkehr- 
kante. Auf jeder Ebene des Systems (Tangentialebene 
der Flache) liegen drei konsekutive Punkte der Rickkehr- 
kante, z. B. auf F, die Punkte P, P,, P,; die Tangential- 
ebenen der Flaiche sind daher die Schmiegungs- 
ebenen der Riickkehrkante. Umgekehrt sieht man, daf 
die Tangenten einer beliebigen Raumkurve die Erzeugenden 
einer abwickelbaren Flache bilden, und daB die Schmiegungs- 
ebenen der Kurve diese Fliche beriithren oder, wie man 
sagt, einhiillen. Die Flache ‘st also die Eingehillte 
oder Enveloppe jener Schmiegungsebenen. Jede Erzeugende 
wird durch den Berithrungspunkt mit der Riickkehrkante in 
zwei Teile geteilt. Jeder Teil erzeugt einen Mantel der 
abwickelbaren Flaiche; die beiden Mantel hingen lings der 
Riickkehrkante zusammen und beriihren sich dort; die Riick- 
kehrkante bildet eine Art Schneide oder Grat der Fliche. 


Man beweist ohne Schwierigkeit, dai jede Ebene, sofern sie 


nicht durch eine Erzeugende geht, die Flache nach einer 
Kurve schneidet, die im Schnittpunkt mit der Riickkehr- 


Ler 
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kante einen Riickkehrpunkt hat; daher der Name Riick- 
kehrkante. 

Rollt man eine abwickelbare Flache in die Ebene ab, 
so geht natiirlich jede Kurve auf der abwickelbaren Flaiche 
in eine ebene Kurve iiber. Es ist Klar, daB die Bogen- 
lange der urspriinglichen Kurve und der ebenen Kurve 
zwischen entsprechenden Punkten dieselbe ist. Von beson- 
derem Interesse sind hierbei diejenigen Kurven, welche bei 
der Abwicklung in Geraden iibergehen. Da die Gerade 
die kiirzeste Verbindung zweier Punkte in der Ebene dar- 
stellt, so ist offenbar auch die ihr entsprechende Kurve die 
kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf der 
Fliche. Solche Kurven, welche zwei Punkte auf der 


Fig. 6. 


Flache auf dem kiirzesten Wege verbinden, heifen geo- 
ditische Linien. Von diesen geodiitischen Linien gilt 
folgender Satz, den wir hier nur fiir abwickelbare Flaichen 
aufstellen und beweisen, der jedoch, wie sich spiter zeigen 
wird, fiir alle Flaichen besteht, namlich: 

Satz 2. Die Schmiegungsebene einer geodi- 
tischen Linie einer abwickelbaren Fliaiche steht in 
jedem Punkt auf der Tangentialebene der Fliche 
senkrecht. 

Zum Beweis denken wir uns (s. Fig. 6) in einer Ebene 
eine beliebige Gerade AB gezogen und dann die Ebene um 
eine zweite Gerade CD, die die erste in S schneide, um- 
gebrochen, so daf der Punkt B in die neue Lage B’ kommt. | 
Der Winkel BSB’ sei mit t, der Winkel ASD mit a be- 
zeichnet. Dann ist CSB=CSB’=a, da ja die Winkel 
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zweier Geraden in der Ebene vor und nach der Drehung 
natiirlich dieselben sind. Wir berechnen nun den Winkel, 
den die Ebene ASB’ mit der Ebene ASD einschlieBt, in- 
dem wir auf das Dreikant S(ADB’) den Kosinussatz der 
sphirischen Trigonometrie anwenden. In diesem Dreikant 
sind drei Seiten bekannt, nimlich 4S D=a; 4S B’=180°—+; 
B'S D =180°—a; der letzteren Seite liegt der gesuchte 
Winkel gegeniiber, der mit x bezeichnet sei; es ist also 


— cosa=—cosacost+sinasintcosz, 
oder, wie man leicht nachrechnet 


t 
cos7—— cigarg. . bi 
Gibt man nun dem Winkel ¢ einen unendlich kleinen 
Wert dt, so kénnen die beiden Ebenen ASD und SDB’ 
als konsekutive Tangentialebenen, SD also als Erzeugende 
einer abwickelbaren Fliche, AS und SB’ als konsekutive 
_ Tangenten einer geoditischen Linie dieser Fliche angesehen 
werden. Der Winkel dé ist dann der Kontingenzwinkel, 
die Ebene ASB’ die Schmiegungsebene dieser geoditischen 
Linie. Dann wird aber in der Grenze, d. h. fir ¢=0, 


tg 5=0 , und damit, wie aus der letzten Gleichung hervor- 


geht, auch cost=0, also x=90°, d. h. die Schmiegungs- 
ebene der geoditischen Linie steht auf der Tangentialebene 
der abwickelbaren Fliche senkrecht. 

Analytisch wird eine einfache, stetige Folge von 
Ebenen dargestellt durch eine Gleichung von der Form 


(1) A#«z+ By+ Cz+D=0, 


wo A, B, C, D Funktionen eines verinderlichen Para- 
meters w sind. Den verschiedenen Werten von wu in (1) 
entsprechen die verschiedenen Ebenen der Folge. Wir be- 
zeichnen Gleichung (1) zur Abkiirzung mit 


(2) f(u) = 0. 


Wie dem Parameterwerte uw die Ebene f(w)=0 ent- 
spricht, so entspricht dem Parameterwerte w- du die nichst- 
folgende Ebene f(w+ du)=0, oder entwickelt 
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iff eo {" (udu? 


35 ie -+-+-=0. 


fw) 


Die Gleichungen der sts Ge der beiden konsekutiven 
Ebenen erhalt man durch Kombination der letzten Gleichung 
mit (2), also, unter Beschrankung auf die Glieder niederster 
Ordnung in ‘der Form 


(3) fwm=0, f@= 

Dies sind also die Gleichungen der Erzeugenden 
der Fliche. Jedem Parameterwerte w entspricht eine solche 
Erzeugende;.variiert man u, so stellen die Gleichungen (3) 
die Gesanitheit der Flichenerzeugenden dar; eliminiert man 
also w aus (3), so erbalt man eine Gleichung TT arp Apa ay 
welche die Gleichung der abwickelbaren Flache ist. 

Setzt man in (3) w+dw statt u, so erhalt man die 
nichstfoleende LErzeugende; der Schnittpunkt der beiden 
konsekutiven Erzeugenden ergibt sich daher ahnlich wie 
oben aus 
(4) f(w)=9, f’(u)=9, f’w=9 

Variiert man u in (4), so stellen die Gleichungen die 
Riickkehrkante dar; durch Auflésung von (4) nach a, y, z 
erhilt man die Koordinaten eines Punktes derselben in Funk- 
tion des Parameters u. 


Die Beziehung zwischen Raumkurven und abwickelbaren 
Fliichen lassen sich noch iibersichtlicher darstellen mit Benutzung 
des sogenannten Dualitaitsprinzips*), nach welehem Punkt und 
Ebene als entsprechende Gebilde im Raum anzusehen sind. Ohne 
auf die Begriindung niiher einzugehen, stellen wir die dualistisch 
sich entsprechenden Gebilde einander gegeniiber. 


Einfach stetige Folge von Einfach stetige Folge von 


Punkten — Raumkurve. 

Verbindungslinie zweier kon- 
sekutiven Punkte — Tangente 
der Raumkurve. 

Ebene durch drei konsekutive 
Punkte — Schmiegungsebene 
der Raumkurve. 

Geometrischer Ort dieser Ebe- 
nen — abwickelbare Fliche der 
Raumkurve. 


Ebenen — abwickelbare Fliche. 

Schnittgerade zweier konse- 
kutiven Ebenen — Erzeugende 
der abwickelbaren Fliche. 

Schnittpunkt dreier konseku- 
tiven Ebenen — Punkt der 
Rickkehrkante. 

Geometrischer Ort dieser 
Punkte — Riickkehrkante der 
abwickelbaren Fliche. 


*) Vgl. hieriiber S. S. Bd. IX. Simon, analytische Geometrie 


des Raumes I.; Abschnitt IV. 
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§ 11. Abwickelbare Flichen, erzeugt durch die Ebenen 
des begleitenden Dreikants. 


Die allgemeinen Betrachtungen des § 10 sollen nun an- 
gewendet werden auf die abwickelbaren Flachen, welche 
entstehen, wenn das begleitende Dreikant lings der Kurve 
hingleitet. Die Schmiegungsebene, die Normalebene und die 
rektifizierende Ebene erzeugen dann offenbar je eine ab- 
wickelbare Fiche und es sollen nun die Gleichungen dieser 
Flachen und ihrer Riickkehrkanten (§ 10) bestimmt werden. 
Wir setzen dabei wieder voraus, dai die Koordinaten eines 
Punktes (wv, y, 2) der Raumkurve in Funktion eines variabeln 
Parameters uw gegeben sind. 

1. Enveloppe der Schmiegungsebenen (abwickel- 
bare Tangentenfliche). 

Zwei konsekutive Schmiegungsebenen schneiden sich in 
einer Tangente der Kurve; die gesuchte Fliche wird daher 
erzeugt durch die Kurventangenten. Ist v der Abstand des 
variabeln Punkts (X, Y, Z) der Tangente vom Berihrungs- 
punkt, so sind nach § 2, (7) die Gleichungen der Tangente 
im Punkt (a, y, 2) 


(1) X=x£+va, Y=y+vB, =Z+tvy. 


Ist w konstant, v dagegen variabel, so durchliuft der 
Punkt (X, Y, Z) die Tangente im Punkt (2, y, 2); andern 
sich w und v gleichzeitig, so wandert der Punkt (X, Y, Z) 
auf allen Tangenten der Kurve, d.h. die Gleichungen (1), 
die X, Y, Z als Funktionen der beiden variabeln Parameter 
darstellen, ergeben den geometrischen Ort aller Tangenten, 
oder sie sind die Gleichungen der abwickelbaren 
Tangentenfliche. Die Elimination der Parameter « und v 
aus (1) wiirde die Flichengleichung in der gewoéhnlichen 
Form F' (X, Y, Z)=0 geben. Fi viele Untersuchungen 
ist es aber zweckmiifiger, die Form (1) beizubehalten (vergl. 
II. Bd., Absehn. I). Die Riickkehrkante der abwickelbaren 
Tangentenfliche ist natiirlich die Raumkurve selbst. 

2. Enveloppe der Normalebenen (abwickelbare 
Polarfliche). 

Da die Normalebene in einem Punkt P und die Normal- 
ebene in einem benachbarten Punkt beide auf der Schmiegungs- 
ebene in P senkrecht stehen, und beide (als Grenzgebilde 
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von zwei konsekutiven Mittellotebenen) durch den Kriim- 
mungsmittelpunkt hindurchgehen (vergl. § 2, SchluS), so 
geht die Schnittgerade der beiden konsekutiven Normalebenen 
durch den Kriimmungsmittelpunkt und steht in ihm senk- 
recht auf der Schmiegungsebene, ist also parallel der Bi- 
normalen; sie heift auch wohl die Kriimmungsachse des 
Punktes P. Die abwickelbare Polarfliche ist daher der Ort 
der Kriimmungsachsen. Da z+ rl, y+rm, z+rn nach 
§ 4, (7) die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunkts sind, 
so ist nach obigen Bemerkungen die Gleichung der Kriim- 
mungsachse im Punkte P 


(2) X=a+rl+vi, Y=ytrm+op, Z=e+rn+vr. 


Ist hier « konstant, v verinderlich, so durchlauft der 
Punkt (X, Y, Z) die Kriimmungsachse des Punktes (2, y, 2). 
Sind w und v beide veranderlich, so stellen die Gleichungen (2) 
den Ort aller Kriimmungsachsen, d. h. die abwickelbare 
Polarflaiche dar. 

Um die Gleichung-ihrer Riickkehrkante zu finden, hatten 
wir den Schnittpunkt dreier konsekutiven Normalebenen zu 
bestimmen. Wir wissen aber schon aus § 6, daf dies der 
Mittelpunkt der Schmiegungskugel ist; dort ist auch 
die Rechnung durchgefiihrt. Wir entnehmen also aus dem 
dort gefundenen Resultat § 6, (13) die Gleichung der Riick- 
kehrkante der abwickelbaren Polarflache in der Form 


2 dr dr 
i X=a+rl e754 Y=ytrm— oF ps 


dr 
Z=a4+1n— Oz». 


Zusatz. Da die Normalebene eines Punktes P der 
Raumkurve die abwickelbare Polarfliche lings einer Er- 
zeugenden (Kriimmungsachse) beriihrt, so beriihren auch alle 
Normalen in P die abwickelbare Polarfliche, und zwar ist 
fiir die Hauptnormale der Beriihrpunkt der Kriimmungs- 
mittelpunkt. 

3. Enveloppe der rektifizierenden Ebenen eke 
tifizierende Abwicklungsfliche). 

Die Gleichung der rektifizierenden Ebene war 


(4) (X—a)l+(¥—y)m+(Z—2)n=0 


§ 11. Abwickelbare Flichen, erzeugt durch die Ebenen ete. 45 


Hierbei sind 2, y, 2; 1, m,n Funktionen von vu. Man 
kann also im Anschlu8 an § 10 die linke Seite dieser 
Gleichung mit f(#) bezeichnen. Wir haben nun, um die 
Enveloppe der rektifizierenden Ebenen zu finden, f’(u)= 


zu bilden, wobei zu beachten ist, dafi —— as sea as ist. Wir 
du ds du 
erhalten so unter Beriicksichtigung von Einl. (10), § 6, (2) 


und (9) 
@) K—9(E+4)4~—yn E+") +e—-a(b42)<0. 


Aus (4) und (5) folgt nach Einl. (15) und (13), wenn v 
einen Proportionalititsfaktor bedeutet 


(6) 


Diese Gleichungen driicken die Koordinaten eines Punktes 
der rektifizierenden Abwickelungsfliche in Funktion der beiden 
variabeln Parameter w~ und v aus; es sind also die Glei- 
echungen der rektifizierenden Abwickelungsfliche. 

Um schlieBlich noch die Riickkehrkante derselben zu 
bestimmen, haben wir noch f”(w) zu bilden, d. h. (5) noch 
einmal nach w zu differenzieren. Wir finden dhnlich wie 
oben unter Beriicksichtigung von (4), wenn wir die Ab- 
leitungen von y und @ nach s mit r’ und Q’ bezeichnen 


(X—2) (Sr 4 “2)+0- De = | 
(?) SS ; 
sat) hon 


_Aus (4), (5) und (7) sind nun X, Y, Z in Funktion 
von «% zu berechnen. Es geschieht dies am einfachsten, 
wenn man die Werte von X, Y, Z aus (6) entnimmt und 
in (7) einsetzt. Man erhilt so folgende Bestimmungs- 
gleichung fiir v 
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Setzt man den hieraus gefundenen Wert von v in (6) 
ein, so erhalt man die Gleichungen der Riickkehrkante 
der rektifizierenden Abwicklungsfliche in der Form 


yi aes ar—io ae pr— uo 

(8) '* o'r—r'o’ PR pepe 
Vase: yr — v@Q@ 
" " * o’r—r’o 


Bemerkung. Die Enveloppe der rektifizierenden Ebenen, 
oder die rektifizierende Abwicklungsfliiche verdankt ihren 
Namen dem Umstand, daf die Raumkurve bei der Ab- 
wicklung dieser Flache in eine Ebene sich in eine Gerade 
verwandelt; denn die Schmiegungsebene der Kurve steht ja 
auf der pekunvicrcecee Ebene iiberall senkrecht; die Kurve 
ist also nach $10 eine geodatische Linie der rektifizierenden 
Abwicklungsfliche, geht mithin bei der Abwicklung in eine 
Gerade tiber. 
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Wie von einer ebenen Kurve kann man auch von einer 
Raumkurve eine andere dadurch ableiten, da man sich auf 
die Raumkurve einen Faden aufgespannt denkt und den- 
selben so abwickelt, da das freie Ende stets in der Tangenten- 
richtung gespannt bleibt, der Rest aber auf der Kurve 
aufliegt. Ein Punkt des Fadens wird dabei eine Kurve be- 
schreiben, die man eine Evolvente der urspriinglichen 
Kurve nennt; die urspriingliche Kurve heibt die Evolute 
der neuen; hieraus ergeben sich zwei Aufgaben: 

1. Gegeben die Evolute, gesucht die Evolvente. 

Von der Evolute P, P’, P” seien die Koordinaten 
x, y, 2 eines Punktes P als Funktionen eines Parameters x 
gegeben. Der Bogen s der Kurve mége yon dem festen 
Punkte B (s. Fig. 7) im Sinne BP gerechnet werden. Auf 
der Tangente in P sei ein Punkt Q@ mit den Koordinaten 
Sh 6 Ie der bei Abwicklung des oben erwihnten Fadens 
die Evolvente OFOO7 beschreibt; A sei der Punkt, in 
welchen @ bei Aufwicklung des ’Fadens auf die Kurve 
P, P’, P” m liegen kommt, ‘oder, was dasselbe ist, der Punkt, 
yon dem aus aie Abwicklung des Fadens begonnen waite. 
und es sei das Kurvenstiick BA=a; dann ist offenbar 
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PQ=s—a. Nach Einl. (4) ist dann, da @ auf der nega- 
tiven Tangente liegt, 


(1) X=x—(s—a)a, Y=y—(s—a) fp, Z=z2z—(s—a)y. 


Damit sind X, Y, Z als Funktionen des Parameters u dar- 
gestellt, und die Gleichungen (1) sind daher die gesuchten 


Fig, 7. 


- 


Gleichungen der Evolute» Da in (1) die Konstante a 
willkiirlich ist, oder, anders ausgedriickt, da mit der Ab- 
wicklung in einem beliebigen Punkt der Kurve begonnen 
werden kann, so sieht man, daB es zu einer Kurve als 
Evolute unendlich viele Evolventen gibt; dieselben 
liegen alle auf der abwickelbaren Tangentenfliche der Evo- 
lute. — Bei der Abwicklung beschreibt offenbar Q in der 
Schmiegungsebene P P’ P” einen unendlich kleinen Kreis- 
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bogen um P als Mittelpunkt. Das Bogenelement Q Q’, oder 
die Tangente der Evolvente steht daher senkrecht auf P Q, 
d. h. auf der entsprechenden Tangente der Evolute. Es 
folgt also der 

Satz 1. Die Evolventen einer Raumkurve sind 
die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden der ab- 
wickelbaren Tangentenfliche dieser Kurve*), oder 
die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer 
abwickelbaren Fliche sind die Evolventen der Riick- 
kehrkante. 

2. Gegeben die Evolvente, gesucht die Evolute. 

Aus dem vorhergehenden folgt, daB man zu einer ge- 
gebenen Kurve als Evolvente eine Evolute erhalt, indem 
man durch die Punkte der Evolvente Normalen so zieht, 
daB sie eine abwickelbare Flache bilden. Man zieht also 
z. B. in einem Punkt Q der Evolvente eine beliebige 
Normale, bringt sie zum Schnitt mit der Normalebene des 
konsekutiven Punktes Q’ in P’; verfahrt ebenso mit Q’, Q” u.s.f. 
Die Riickkehrkante der so ent+tandenen abwickelbaren Flache 
ist alsdann eine Evolute. Da in Q unendlich viele Nor- 
malen méglich sind, gibt es zu jeder Evolvente auch un- 
endlich viele Evoluten. 

Es seien nun wieder die Koordinaten z, y, 2 eines 
Punktes Q der Evolvente als Funktionen des Parameters x 
gegeben. Wir ziehen nun in der Normalebene des Punktes Q 
einen beliebigen Strahl QP, mit den Richtungskosinus a, b,c, 
der mit der Hauptnormalen (/, m, m) in @ den Winkel o 
bilde, und ebenso in dem konsekutiven Punkt Q’ einen 
Strahl, der mit der Hauptnormalen dieses Punktes den 
Winkel o+-do bildet. Stellt man dann die Bedingung auf, 
daB diese zwei Strahlen sich schneiden, so ergibt sich o in 
Funktion von u, und damit die gesuchte abwickelbare Flache 
mit ihrer Riiekkehrkante. . Da 


Gs palon weeks ai+bu+er=sino, 


pill eee nie 
so erhilt man fiir a, b, ¢ arkpr c\=0 


~~ } sy o& 
a=Ilcoso+dAsino, b=mcoso+usino, c=ncoso+rsino. 
Sind X, Y, Z die Koordinaten yon P, so hat man, yo 

v einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, 


*) d. h. sie schneiden diese Erzeugenden iiberall senkrecht. 
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9) X=a+v(lt+itgo), Y=y+v(m+utgo), 
i Z=z2+vu(n+yrtgo). 


Der Punkt P (X, Y, Z) ist nun dann ein Punkt der 
Rickkehrkante der abwickelbaren Fliche, d. h. der gesuchten 
Evolute, wenn auch die Normale des Punktes Q’, die mit 
dessen Hauptnormale den Winkel o+ do bildet, durch P hin- 
durchgeht. Die Gleichungen (2) miissen also auch noch 
gelten, wenn man 7+dz,/1/+dl u.s. w. statt x, 1, 1, v, 6 
setzt, d. h., wenn man in (2) alle Groen aufer X, Y, 7 
differenziert. 

Aus ( a folet so nach § 6, (2), (8), (9) 

a A do 

Pasig Ted + hig 0) +|— E 1 ‘+58 BOT bia ds 

Bildet man durch cyklische Vertauschung die analogen 
Gleichungen, multipliziert sie der Reihe nach mit a, £, y, 
dann mit /, m, m und endlich mit A, wu, » und addiert jedes- 
mal, so folgt nach Einl. (10) 


v oe dv v v do 
ea es - ds to M ds s° 0 cost?ods — 
Die erste Es Gleichungen gibt 
(3) U="r, 
die beiden anderen nach Elimination von = 
| Rice Mee also 
(4) o=t+ C. 


Dabei ist dz der Torsionswinkel der Evolvente, C eine will- 
kirliche Konstante. Die Gréfe + ist die Summe aller Tor- 
sionswinkel dz der Evolyente gemessen von einem bestimmten 
Punkt an oder die Bogenlinge des spharischen Bildes der 
Binormalen, 

Man erhilt also schlieBlich aus (2), (3), (4) fiir die 
Koordinaten eines Punktes der gesuchten Evolute 


by) X= “e+r[l+itg(@+C)], Y=ytr[m+ptg(7+C)], 
Z=2+r|n+yrtg(r+ C)]. 


Kommerell, Theorie der Raumkurven, I. 4 
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Jedem Wert der Konstanten C entspricht eine Evolute 
der gegebenen Kurve; eine Kurve besitzt somit in der 
Tat unendlich viele Evoluten; aus einer derselben er- 
halt man die tibrigen dadurch, daB man die Normalen QP, 
Q’P’ der Evolute in den beziiglichen Normalebenen um 
einen konstanten Winkel gegen ihre urspriingliche Lage dreht 
und die Enveloppe der gedrehten Normalen konstruiert. Wir 
haben also 

Satz 2. Die Evoluten einer Raumkurve sind 
die Riickkehrkanten der abwickelbaren Flachen, 
deren Erzeugende Normalen der Raumkurve sind. 

Zusatz. Dreht man die Erzeugenden einer ab- 
wickelbaren Flache um ihre Schnittpunkte mit 
einer Orthogonaltrajektorie um einen konstanten 
Winkel so, daB die Erzeugenden sich in der Normal- 
ebene der Trajektorie bewegen, so bilden die Er- 
zeugenden auch in der neuen Lage eine abwickel- 
bare Flache. 

Bemerkung. Die Normalebenen in den Punkten Q 
und @’ der Evolvente schneiden sich nach § 11 in der 
Kriimmungsachse des Punktes Q; diese geht offenbar durch 
P’. Wie Evolute liegt daher auf dem Ort der Kriimmungs- 
achsen der Evolvente, d h. auf der abwickelbaren  Polar- 
fliche, oder umgekehrt: die abwickelbare Polarflaiche 
ist der geometrische Ort aller Evoluten einer Raum- 
kurve. Da die Kriimmungsachse des Punktes @ nach § 11 
auch durch seinen Kriimmungsmittelpunkt geht, so liegt der 
Ort der Kriimmungsmittelpunkte auch auf der abwickelbaren 
Polarfliche, ist aber, wie zum Unterschied von den ebenen 
Kurven bemerkt sei, keine Evolute, da zwei konsekutive 
Hauptnormalen windschicf sind (vgl. S. 19). 

Man iiberzengt sich auch leicht, daB, wenn die Normal- 
ebene in Q. welche ja die abwickelbare Polarfliche beriihrt, 
auf dieser abrollt, d. h. der Reihe nach um die Erzeugenden 
sich dreht, der in der Normalebene fest gedachte Punkt Q 
gerade die Evolvente beschreibt. 

Da ferner die Schmiegungsebene jeder Evolute die Tan- 
gente der Evolvente enthalt, steht sie auf der Normalebene 
der Evolvente, d. h. auf der Tangentialebene der abwickel-_ 
baren Polarfliiche der Evolvente senkrecht. Nach § 10 ist 
also jede Evolute eine geoditische Linie der abwickelbaren 
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Polarfliche und geht somit bei Abwicklung derselben in eine 
Gerade iiber. 

Als Beispiel zu den Entwicklungen dieses Paragraphen 
behandeln wir die 

Aufgabe. Die Evoluten einer ebenen Kurve zu 
finden (vgl. Fig. 7a). 


Fig. 7a. 


Die Kurvye liege in der X Y-Ebene. Es ist dann 
2—0, ran t= C, n=0, A=p=0, v= 1. 


Die Evoluten haben also die Gleichungen 
X=e+lr, Y=y+mr, Z=rteC. 


Die zwei ersten Gleichungen stellen einen Cylinder dar, 
der auf der X Y-Ebene senkrecht steht und dieselbe nach der 
ebenen Evolute P;, Pi, Py (hier = Ort der Kriimmungs- 
mittelpunkte) der gegebenen Evolvente schneidet. Dieser 
Cylinder ist also der Ort der Schnittgeraden konsekutiver 
Normalebenen der Evolvente, die alle auf der X Y-Ebene 
(Schmiegungsebene) senkrecht stehen, d. h. die abwickelbare 
Polarfliche oder der Ort der Evoluten. Da diese auf der Polar- 

4* 
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fliche geodatische Linien sind, so kann man hieraus schon 
schlieBen, da8 die Evoluten Schraubenlinien auf dem Evo- 
lutencylinder sind. Dies folgt aber ebenso einfach aus der 


dritten der obigen Gleichungen, denn ;, ist, wie sich aus der 


Figur ergibt, die trigonometrische Tangente des Neigungs- 
winkels der Kurventangente gegen die X Y-Ebene; dieser 
Winkel ist also konstant = C. Jede Evolute schneidet dem- 
nach die Erzeugenden des Cylinders unter konstantem Winkel 
und ist daher eine Schraubenlinie desselben. 


§ 13. Minimalgeraden, Minimalkurven. 


Die bisherigen Entwicklungen bezogen sich ausschlieb- 
lich auf reelle Kurven; wir besprechen zum Schlu8 dieses 
Abschnittes noch eine wichtige Klasse von imaginiren 
Kurven, die spaterhin mehrfach benutzt werden. Es sind 
dies die sogenannten Minimalkurven, von denen zunichst 
die einfachsten, die Minimalgeraden behandelt werden 
sollen. 

Jede Flache zweiter Ordnung schneidet bekanntlich die 
unendlich ferne Ebene in einer reellen.oder imaginaren Kurve; 
nach der Natur dieser Kurven pflegt than ja jene Fliachen 
einzuteilen. Von besonderer Wichtigkeit ist der imaginire 
Kreis, nach dem eine Kugel von der unendlich fernen Ebene 
geschnitten wird; derselbe spielt bei allen metrischen Fragen, 
namentlich der projektiven Geometrie, eine fundamentale Rolle. 

Um die Gleichung des unendlich fernen Kugelkreises 
zu finden, gehen wir aus von der Gleichung einer Kugel 
mit dem Radius a und dem Mittelpunkt (7%, yp, 2) 


(1 (@ — a)? + (y— yo)? + (€— 4) =a. 
y 7 


3 =a uy’ @ 
Ersetzt man hier 2, y, 2 beziiglich durch FP 7’ 
erhilt man die Kugelgleichung in den sogenannten homo- 


genen Koordinaten*) x’, y’, 2’, ¢ in der Form 


2) a P+y/—HiP + —a i =a. 


*) Vergl. S. S. XXV. Simon, Analytische Geometrie des 
Raumes, II, § 1. 


«seis dielaiaibes 
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Dem Wert ¢=0 entsprechen unendlich ferne Punkte 
des Raumes; ¢=0 ist also die Gleichung der unendlich 
fernen Ebene. Gleichung (2) wird nun offenbar befriedigt 
durch 


(3) + y+ 2/20, t=0. 


Dies sind also die Gleichungen des unendlich 
fernen Kugelkreises. Da sie unabhingig vom Radius 
und von den Koordinaten des Mittelpunkts der Kugel sind, 
so folgt, daf alle Kugeln durch den unendlich fernen 
imaginiéren Kugelkreis hindurchgehen. Umgekehrt 
sieht man leicht ein, daf jede Flaiche zweiter Ordnung, die 
den unendlich fernen imaginairen Kugelkreis enthalt, not- 
wendig eine Kugel ist. Die erste Gleichung (8) stellt, wenn 
wir sie wieder in den urspriinglichen Koordinaten wx, y, 2 
schreiben 
(4) o+y?+2—0, 
eine Kugel vom Radius Null um den Mittelpunkt des 
Koordinatensystems dar (Nullkugel). Gleichung (4) kann 
aber auch — und dies ist fiir uns wichtiger — als Gleichung 
eines Kegels gedeutet werden, dessen Mantellinien den Ur- 
sprung des Koordinatensystems mit allen Punkten des un- 
endlich fernen Kugelkreises verbinden oder der, wie man 
sagt, den unendlich fernen Kugelkreis vom Ursprung 
aus projiziert. Verschiebt man diesen Kegel parallel mit 
sich selbst, bis seine Spitze in den Kugelmittelpunkt (2%, y, 2) 
fillt, so lautet seine Gleichung: 


©) (@ — a)? + (Y — Yo)? + (@ — 4)? =0. 


Dieser Kegel geht ebenfalls durch den unendlich fernen 
Kugelkreis hindurch, wie man sich leicht tiberzeugt, wenn 
Yl a’ 
bit 
schreibt und ¢=0 setzt. Die Gleichung (5) sagt aus, dab 
jeder Punkt (z, y, z) des Kegels von der Kegelspitze (x, 4%, 2) 
einen Abstand gleich Null hat. Die Mantellinien des Kegels 
heiBen aus diesem Grund Geraden von der Linge Null 


‘ : : x’ 
man statt ~, y, 2 wieder die homogenen Koordinaten ya 


oder Minimalgeraden. Es folgt der 


Satz 1. Durch jeden Raumpunkt (a, y%, 2) gehen 
unendlich viele Minimalgeraden; dieselben treffen 
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alle den unendlich fernen Kugelkreis und sind 
Mantellinien des Kegels, welcher vom Punkt (2%, y%, 2) 
den unendlich fernen Kugelkreis projiziert. Die 
Minimalgeraden sind alle imaginar. 

Ist v ein verinderlicher Parameter, so stellen die 
Gleichungen 


(6) L=%X%+av, Y=Y%Hthv, 2=H+yv 


eine Minimalgerade durch den Punkt (a, y%, %) dar, 
wenn die Gréfen a, 6, y der Gleichung 


(0 a? +f -4-72=0 


gentigen; denn die Gleichung (5) ist dann durch die aus (6) 
sich ergebenden Werte der Koordinaten zx, y, z fir alle 
Werte von v erfiillt. 

Man gelangt noch auf eine andere Art zu den Minimal- 
geraden. Man kann namlich jede Flache zweiter Ordnung 
als Regelfliche mit zwei Scharen von Erzeugenden auffassen, 
wenn man auch imaginére Erzeugende zuliBt. Beim ein- 
mantligen Hyperboloid z. B. sind diese Scharen reell, beim 
Ellipsoid dagegen und spezicll bei der Kugel imaginar. Die 
unendlich fernen Punkte dieser imaginéren Erzeugenden der 
Kugel bilden nun der Definition nach den unendlich fernen 
imaginaren Kugelkreis. 

Daraus folgt 

Satz 2. Die imaginiren Erzeugenden der, Kugel 
sind lauter Minimalgeraden. Diexdurch’einen be- 
liebigen Raumpunkt mit jenen Erzeugenden ge- 
zogenen Parallelen projizieren den unendlich fernen 
Kugelkreis und bilden einen Kegel zweiter Ordnung 
(Richtkegel); seine Mantellinien sind die durch jenen 
Punkt gehenden Minimalgeraden. 

Wir zeigen dies auch analytisch und gelangen dadurch 
zu einer zweiten analytischen Darstellung der Minimal- 
geraden. Da der Mittelpunkt und Radius der Kugel un- 
wesentlich sind, gehen wir der Einfachheit halber aus von 
der Kugel 


(8) a? +-y?+ 2=—1. (or 


Um die Gleichungen der geradlinigen Erzeugenden zu 
erhalten, setzen wir statt (8) die beiden Gleichungen 
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atiy l+e 


(9) Pe Bey 
oder 
(10) ty in Ie 


l—z «x+y v 


Die Gleichungen (9) stellen fiir jeden Wert von w eine 
auf der Kugel (8) lieeende Gerade dar, ebenso (10) fiir jeden 
Wert von v. Die Gleichungen (9) definieren daher die erste 
Schar der imaginaren Kugelerzeugenden, die Glei- 
chungen (10) die zweite Schar. Man sieht sofort, daf 
beide Scharen Minimalgeraden sind; denn die. ‘dureh den 
Ursprung parallel zu der Schar (9) gezogenen * Parallelen 
haben die Gleichungen: 


(11) pain ont 
—2 «“4—1ly 


U, 


und diese Geraden liegen alle auf dem Kegel x? + y?+ 2? = 
Dasselbe ergibt sich fiir die Schar (10). Aus (11) folgt ne 


1—wW i wu? 
LiY:8—=—z is A ) :w oder, wenn w einen Proportio- 


nalitétsfaktor ae 
(12) 2=F(1 — Wy, y= +u), z=wu. 


Diese Gleichungen sind mit (4) vollkommen aquivalent, 
und sind daher die Gleichungen der durch den Ur- 
sprung gehenden Minimalgeraden; jedem Werte von u 
in (12) entspricht eine einzelne Minimalgerade. Fiir die 
durch den Raumpunkt (2%, Y), 2) gehenden Minimalgeraden 
erhalt man die Gleichungen 


w 1w 
(13) t=% +>(l—w'), Y=Htz(l+rw), 2=4 + Wu; 


denn (5) ist durch die aus (13) zu entnehmenden Werte 
identisch erfiillt. Jedem Wert von wu in (13) entspricht eine 
einzelne Minimalgerade; w ist dabei der Parameter. 

Bemerkung. An die Gleichungen (9) und (10) der 
imaginaéren Kugelerzeugenden schlieSt sich eine wichtige 
Darstellung der Koordinaten 2, y, z der Kugel als Funktionen 
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der Parameter « und v der Kugelerzeugenden an. Aus (9) 
und (10) folgt naémlich durch Auflésen 
(14) pa evs y= ae) Pas ta: 
u—v u—v u—v 

Diese Werte befriedigen die Gleichung (8) fir alle 
Werte von uw und v, die Gleichungen (14) stellen daher 
die Kugel (8) dar. Ist in (14) wu konstant, v veranderlich, 
so durchlauft der Punkt (a, y, z) eine Kugelerzeugende der 
ersten Schar; analog wenn v konstant und wu veranderlich 
ist. Um aus (14) reelle Kugelpunkte zu erhalten, muB, 
wie aus (9) und (10) ersichtlich ist, fir den Parameter u 


eine komplexe Gréfe genommen werden und fir = die 


dazu konjugierte. Die Darstellung (14) ist bereits in § 8 
am Schlu8 benutzt worden. 

Minimalkurven (Minimallinien) nennt man die- 
jenigen (imagindren) Kurven, deren Tangenten Minimal- 
geraden sind, oder den unendlich fernen imaginaren Kugel- 
kreis schneiden. Diese Kurven sind fir die spateren 
Untersuchungen (konforme Abbildung, Minimalflachen) von 
Wichtigkeit. Um die Gleichungen einer Minimalkurve zu 
finden, suchen wir die Bedingung, der die Koordinaten 2, y, z 
eines ihrer Punkte, als Funktionen eines Parameters u be- 
trachtet, geniigen miissen. Die Gleichungen der Tangente 
im Punkt (z, y, 2) lauten nach § 2, (7) 

X=r+va, Y=ytvp, Z=z+0vy. 
Soll diese Tangente eine Minimalgerade sein, so mu 
nach (7) 
a?+ £24 y2?=0 
sein, oder nach § 2, (3) und (5) 
(15) ds? =dz?+dy?+dz2=0, d. h. ds=0 
sein. Die Minimalkurven sind daher Kurven von der 
Lange Null; diese Eigenschaft wird oft als Definition an 


die Spitze gestellt. 
Schreibt man (15) in der Form 
s F 


oo +a 
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so zeigt die Vergleichung mit (12) und (4), daB (16) be- 
friedigt wird, wenn 

dz w dy iw 

a 2 U2 pasts 
(17) eo (1—w?), Tu g (l+u ye wu 
gesetzt wird, wobei w noch eine ganz Lee Funktion 
yon u bedeutet. Bezeichnen wir diese mit F' (uw), so erhalten 


wir aus (17) durch Quadratur als Gleichungen der Mini- 
malkurven 


(18) =5{(1 — wu?) F(u) du, y=5[o +u?*) Fu) du, 
g= [uF @du. 


Ersetzt man /’(u) in (18) durch die dritte Ableitung 
einer anderen Funktion f(u), also durch f’””(u), so lassen sich 
die Quadraturen in (18) durch Integration nach Teilen aus- 
fiihren, und man erhalt die Gleichungen der Minimal- 
kurven in der Form 


ao 5( —w) fu) + uf —f@), 


(19) Y=5 (1+ w?) Pu) —iuf(u) +f), 


uf"(u)—f’ (wv). 
Wir ne das aahee in dem 
Satz 3. Alle nicht geradlinigen Minimalkurven 
lassen sich durch den Parameter uw in der Form (18) 
oder (19) darstellen unter der Voraussetzung, dab 
die Funktion F'(w) bezw. f”(u) nicht gleich Null ist. 
Da die abwickelbare Tangentenflache jeder Minimalkurve 
den unendlich fernen Kugelkreis enthalt, so sieht man, daf 
die Schmiegungsebene in irgend einem Punkt einer Minimal- 
kurve den unendlich fernen Kugelkreis berihrt, was auch 
analytisch leicht bestatigt wird. 


$14. Uhungsaufgaben zu Abschnitt I. 


Die Nummern der fiir die Lésung zur Anwendung kommenden 


| Paragraphen sind in Klammern beigesetzt. 


1. Man stelle die Gleichungen der Kurve auf, welche 
die Meridiane einer Kugel unter konstantem Winkel trifft 
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(Loxodrome). Man projiziere diese Kurve von einem Pol 
aus auf die Ebene des Aquators und zeige, daf die pro- 
jizierte Kurve, die projizierten Meridiane ebenfalls unter 
konstantem Winkel trifft (1, 2). 

2. Man stelle die Gleichungen der Kurve auf, welche 
die Mantellinien eines Rotationskegels unter konstantem 
Winkel schneidet (konische Spirale) und bestimme das 
sphirische Bild der Tangenten derselben (1, 2, 3). Welche 
Kurve ist ihre Projektion auf eine Ebene, die die Kegel- 
achse senkrecht schneidet? 

» 3. Gehen die Normalebenen einer Kurve alle durch 
einen Punkts so liegt die Kurve auf einer Kugel (2).. (> 


4. Man berechne den Kriimmungsradius und den Torsions- 


radius der konischen Spirale (3, 5). (Beide driicken sich 
einfach durch den Bogen s aus.) 

5. Die Projektion einer Raumkurve auf die Normal- 
ebene eines ihrer Punkte hat in dem betreffenden Punkt 
einen Riickkehrpunkt mit der Hauptnormalen als Riickkehr- 
tangente (4). 

6. Die Projektion einer Raumkurve auf die Schmiegungs- 
ebene beriihrt die Tangente zweipunktig (4). 

7. Die Projektion einer Raumkurve auf die rektifizie- 
rende Ebene hat in dem betreffenden Punkte einen Wende- 
punkt mit der Kurventangente als Wendetangente (4). 

Zum Beweise der Sitze 5.—7. nehme man als Ursprung des 
Koordinatensystems den betrachteten Punkt der Raumkurve und 
als Achsen die Kanten des begleitenden Dreikants, entwickle 2, y, z 
nach Potenzen von % und beschrinke sich auf die Glieder nieder- 
ster Ordnung. 

8. Die Projektion des Mittelpunktes der oskulierenden 
Kugel auf die Schmiegungsebene ist der Kriimmungsmittel- 
punkt (4, 6). 

9. Ist S der Bogen des Ortes der Kriimmungsmittel- 
punkte, so ist 


dS?=dr?+r2d7?, dS=Rdzr (4, 5, 6). 


10. Ist do der Winkel zweier konsekutiven Haupt-_ 


normalen, so ist 


do? =dt?+dr? (4, 5, 6). 


en. 
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11. Man bestimme die Punkte einer Raumkurve, in 
denen die Schmiegungsebene vier konsekutive Punkte mit 
der Kurve gemein hat (stationére Ebene) (5). 

12. Die Schraubenlinie des allgemeinen Cylinders zu 
untersuchen (2, 3, 5, 6). 

13. Die Kurven zu bestimmen, deren Tangenten den 
Erzeugenden eines Rotationskegels parallel laufen (9). 

14. Die Gleichungen der Kurven zu bestimmen, fiir die 
a) r, b) @ konstant ist (9). 

15. Haben zwei Kurven dieselben Hauptnormalen, 
(Bertrandsche Kurven), so besteht fiir jede Kurve eine 


Relation von der Form o+et C=0, wo A, B, C Kon- 


stanten sind (6).*) 

16. Ein Kreis beriihre eine Kurve zweiter Ordnung in 
einem Scheitel, jedoch so, da beide Kurven in verschie- 
denen Ebenen liegen; gesucht ist die durch beide Kurven 
gehende abwickelbare Flache, sowie ihre Riickkehrkante. 
Welches ist der Ort der Riickkehrkanten, wenn sich der 
Kreis um die Scheiteltangente des Kegelschnittes dreht (10). 

17. Man beweise, daf das begleitende Dreikant einer 
Raumkurve aus einer Lage in die nachstfolgende durch eine 
infinitesimale Schraubung gebracht werden kann, wobei die 
Achse der Schraubenbewegung die Gerade ist, welche die 
zwei konsekutiven Hauptnormalen senkrecht schneidet (11). 

18. Man bestimme die Gleichungen der abwickelbaren 
Flachen fiir die Schraubenlinie des Kreiscylinders (11). 

19. Man bilde fiir die Riickkehrkante C’ der abwickel- 
baren Polarflaiche einer Raumkurve C die Richtungskosinus 
der Kanten des begleitenden Dreikants und beweise folgende 
Siaitze: 

a) Die Hauptnormalen der Kurven C und C’ in ent- 
sprechenden Punkten sind parallel. 

b) Die Binormale jeder Kurve ist parallel der Tangente 
der anderen. 


*) Anleitung. Die erste Kurve habe zu Gleichungen 
x=ax(u), y=y(u), z=2(u); dann hat die zweite die Gleichungen 
#, =«+klu.s.w., wo k zunichst eine Funktion von wu ist. Man 
stelle nun zuerst die Bedingung auf, daf& die Tangente der zweiten 
Kurve auf der Richtung (J, m, n) senkrecht steht; es ergibt sich 
so k = konst. 


60 I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


c) Der Kontingenzwinkel der einen Kurve ist gleich 
dem Torsionswinkel der anderen; darf man daraus schliefen, 
daf die Kriimmung der einen Kurve gleich der Torsion der 
anderen ist? 

d) Das Produkt der Kriimmungen beider Kurven ist 
gleich dem Produkt ihrer Torsionen. 

e) Welches ist die Kurve C’, wenn fiir C der Radius 
der oskulierenden Kugel konstant ist? (11) 

20. In der X Y-Ebene liege eine beliebige Kurve k. Man 
bestimme eine abwickelbare Flache, welche die & enthalt 
und deren Beriihrungsebenen gegen die X Y-Ebene alle gleich 
geneigt sind (Fliche von gleichférmiger Neigung). Man 
stelle die Gleichung der Riickkehrkante auf und beweise, 
dai sie eine Evolute von & ist (10, 12). 

21. Man beweise folgende Satze: 


a) Die Tangente der Evolvente ist parallel der Haupt- 
A) 


normalen der Evolute. 

b) Die Binormale der Evolvente ist parallel der rekti- 
fizierenden Geraden (d. h. Schnittgerade konsekutiver rekti- 
fizierenden Ebenen) der Evolute (leicht geometrisch aus @). 

c) Befindet sich unter den Evoluten eine ebene Evolute, 
so ist die Evolvente selbst eben (12). 


IJ. Abschnitt. 


Untersuchung einer Fliiche in der ersten 
Form F(a, y,2z)=0. 


§ 15. Linien- und Flaichenelement, Tangentialebene, 
Normale. 


Eine Fliche ist entweder bestimmt durch eine einzige 
Gleichung zwischen den Punktkoordinaten x, y, z 


(1) F(a, y,2)=0 


oder dadurch, dafi die Koordinaten x, y, z eines Punktes als 
Funktionen von zwei Parametern u, v gegeben sind 


(2) xr=f(u,v), Y=P(u,r), 2=p%?). 


Die Elimination yon uw und v aus (2) fiihrt auf die 
Form (1) zuriick. Wir legen in diesem Abschnitt die 
Form (1) zu Grunde und iibertragen im I. Abschnitt des 
II. Bandes die Resultate auf die Form (2). 

Fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von 
F' nach 2, y, 2 fiihren wir folgende Abkiirzungen ein 


or OF OF 
Ga By yk seal eee 
Or Or OF Or 


age 11? EPS EEDA Olea eae Ogtn Ess: 

Ist P ein beliebiger Punkt auf der Flache mit den Ko- 
ordinaten zw, y, ¢ und P” ein ihm unendlich benachbarter 
Punkt der Fliche mit den Koordinaten 


62 II. Abschnitt. Flichen in der Form F(a, y, z) = 0. 


(3) x+dx, ytdy, #+dz, 
so gilt auBer (1) die Gleichung 


F(a+dz, y+dy, 2+dz)=0, 
oder, wenn man die linke Seite nach Potenzen von da, dy, 
dz in eine Reihe entwickelt, die héheren Potenzen diexer 
Differentiale gegen die ersten vernachlassigt und (1) beniitzt 


(4) EF, dz+ F,dy+ F,dz=0. 


Die linke Seite ist das totale Differential von F'(z, y, 2). 
Hat man auf der Flache noch einen dritten Punkt P”, der 
P’ unendlich benachbart ist, mit den Koordinaten 
(5) w+2dea+@x, yt2dytdy, 24+2dze+a@z 
und setzt man diese Werte statt x, y, 2 in (1) ein, so erhalt 
man eine weitere Gleichung. Entwickelt man die linke 
Seite derselben wie vorhin und vernachlissigt alle Glieder, 
die unendlich klein von hoherer als der zweiten Ordnung 
sind, so ergibt sich unter Beachtung von (1) und (4) 


(6) dF, dz+dF,dy+df,dze+ Ff, Px+ Ff, Py+ Ff, ?2z=0, 
wo 

dF, =F,,dx+F,,dy+F,, dz, 
(6a) dF, = F,,dx+ Fi, dy+ Fy, dz, 

dF, = F,,dx + F, dy + Fy; dz. 


Die Gleichung (6) ergibt sich auch durch totale Diffe- 
rentiation von (4). Die Relationen (4) und (6) zwischen 
den Koordinaten zw, y, z und ihren ersten und zweiten 
Differentialen werden im folgenden viel benutzt. Es ist 
also zu beachten, daB ein Punkt P’ mit den Koordinaten 
atdx, yt+dy, ¢+dz, der dem Flachenpunkt P(x, y,z) un- 
endlich benachbart ist, dann und nur dann auf der Flache 
liegt, wenn die Differentiale dx, dy, dz der Gleichung (4) 
geniigen. Ebenso liegt ein dem Punkt P’ unendlich be- 
nachbarter Bonk) 2/ Fdane und nur dann auf der Flache, 
wenn die ersten und zweiten Differentiale in (5) den Glei- 
chungen (4) und (6) geniigen. 

ir untersuchen nun die Flache in der Um-_— 
gebung eines ihrer Punkte. Wie bei den Raumkurven 
diese Betrachtung auf zwei Kurven (Tangente und Kriim- 
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mungskreis) fiihrt, welche in der unmittelbaren Nachbarschaft 
die Kurve ersetzen kénnen, so werden wir analog bei Flachen 
auf einfachere Flaichen kommen, welche gewisse Eigen- 
schaften der Flache in der Nahe des Punktes wiedergeben. 
Beschrinken wir uns auf unendlich kleine Gréfen erster 
Ordnung, so erhalten wir als erste Annaherungsflache 
eine Ebene, die Tangentialebene; ziehen wir auch noch 
die unendlich kleinen Grofen zweiter Ordnung bei, so ergibt 
sich als zweite Annaherungsflaiche ein Paraboloid, das 
Schmiegungsparaboloid. 

Zunichst beschrinken wir uns auf die Gebilde, die be- 
stimmt sind durch den Punkt P(z,y,z) und einen Nachbar- 
punkt P’ (7+dz, yt+dy, ze+dz). Wir definieren analog 
wie bei den Kurven (vgl. § 2): 

Erklarung: Die unendlich kleine, in der Flache 
liegende Verbindungsstrecke zweier unendlich be- 
nachbarten Flachenpunkte Pund P” heift ein Linien- 
element oder Bogenelement der Fliche im Punkte P; 
man bezeichnet dasselbe mit ds=PP’. 

Es ist nun, genau wie in § 2, 


(7) ds? = dx? + dy? + dz’. 
Hieraus ergibt sich, wie fiir spitere Benutzung schon 


hier bemerkt sei, durch Differentiation folgende Beziehung 
zwischen den ersten und zweiten Differentialen 


(8) dsd?s=dad?a+dyd?y+dzdz. 
Bezeichnet man die Richtungskosinus des Linien- 
elements PP’=ds mit a, f, y, so ist 
dx dy dz 


(9) a ast ae es ds. 


Als Tangente der Flache definieren wir die Ver- 
bindungslinie zweier unendlich benachbarten Flichenpunkte. 
Thre Gleichung ist (vergl. § 2) in X, Y, Z als laufenden 
Koordinaten 


(10) (X— 2):(Y—y):(Z—2)=a:fP:y, 


wo fiir a, B, y die Werte aus (9) einzusetzen sind. 
Fir die Richtungskosinus a, f, y folgt aus (4) und (9) 
die Beziehung 
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(11) ak, +pi +7 F,=0; 
auBerdem ist nach Hinl. (2) 
(12) oP Et y=. 


Zwischen den drei Gréfen a, f, y bestehen nur diese 
zwei Gleichungen; es gibt somit fiir einen Flachenpunkt 
unendlich viele Wertsysteme a, 6, y und damit auch un- 
endlich viele durch ihn gehende Linienelemente und Flachen- 
tangenten. Sind ds, und ds, zwei derselben, so ergibt sich 
fiir den von zwei Linienelementen eingeschlossenen 


Winkel, den wir mit (ds,, ds,) bezeichnen, nach Einl. (6) 
(13) cos (ds, , dS) = a, a3 + By Bp +71 Yo 


WO 1, By, 713 G2, Boy Ye die Richtungskosinus von ds, und 
ds, sind. Nach (9) folgt weiter 


dx, di, +dy, dy, +dz, dz, Xdx, dx, 
ds, ds, Tid tas 


wenn hier, wie spater, fiir eine Summe, die in 2, y, 2 
symmetrisch gebildet ist, zur Abkiirzung nur das auf x be- 
zigliche Glied angeschrieben wird. 

Aus (14) erhalt man fiir sin(ds,, ds,) in derselben Ab- 
kiirzung den Ausdruck: 


(14) cos (ds,, ds.) = 


(15) sin? (ds,, ds,) = ZS da} S daz — (J da, da)? 


ds} dss 
oder nach Einl. (14) 
| dy, dz, |” 
: dy, dz, 
(16) sin? (ds,, ds.) = F a : 
Sy, ds3 


Die beiden Linienelemente stehen aufeinander senk- 
recht, wenn cos (ds, ds,)=0 ist, also nach (14), wenn 
(17) 2 AL, At, =0 
ist. 

Hieran schlieft sich die Aufstellung des Oberflichen- 
elements dJ. Wir definieren dasselbe als den doppelten- 


Inhalt des unendlich kleinen Dreiecks, dessen Seiten ds, 
und ds, sind. 
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Ks ist also 
(18) dJ = sin (ds,, ds,) ds, ds,, 


wobei die Werte aus (15) und (7) einzutragen sind. 

Wie wir gesehen haben, gehen durch jeden Flachen- 
punkt unendlich viele Tangenten. Den geometrischen Ort 
derselben erhalt man, wenn man in (11) fiir die Richtungs- 
kosinus a, 6, y die ihnen proportionalen Werte aus den 
Tangentengleichungen (10) eintrigt; es ergibt sich 


eee (YY — oy) a) 0. 


Dies ist offenbar die Gleichung einer Ebene, wir haben also 

Satz 1. Alle Tangenten der Flache F(z,y,2)=0 
in einem Punkt P(z,y,z) liegen in einer Ebene; diese 
Ebene heift die Tangentialebene (Tangentenebene, 
Bertthrungsebene) der Flache im Punkt P*); sie ist 
durch Gleichung (19) gegeben. 

Da in der Tangentialebene offenbar auch alle durch P 
gehenden Linienelemente und damit alle Nachbarpunkte des 
Punktes P liegen, so ist sie als erste Annaherungsflache 
zu bezeichnen. 

Anmerkung. Es kann fiir spezielle Punkte einer Fliche 
F x, y, 2) =0 die Gleichung (19) der Tangentialebene dadurch illu- 
sorisch werden, da& fiir einen solechen Punkt /,, #, und F, ver- 
schwinden. Solche Punkte heiBen singulire. Ohne auf sie 
niher einzugehen, bemerken wir hier, daf fiir einen solchen 
Punkt die erste Anniherungsfliiche nicht eine Ebene, sondern im 


allgemeinen ein Kegel zweiter Ordnung ist. Denn in diesem 
Fall tritt an die Stelle von (4) die Gleichung 


Ff, dx? -+-F,, dy?+ F,,dz2?+2F,,dydz+2F,,dzdx+2F,,dxdy=0. 
Hieraus folgt nach (9) und (10) als geometrischer Ort fiir die 
Tangenten 
F,, (X— 2)? + Fy, (¥— 9)? + Bs (4— 2)? 
+2 Fas (Y¥—y) (Z—2) +2 Fy (Z—2) (X—2) 
+ 2 £,.(X—2x)(Y—y)=0, 
.h. ein Kegel zweiter Ordnung. 


Durch die Tangentialebene ist zugleich die Normale 
der Flaiche bestimmt, d. h. die Gerade (PN in Fig. 8), die 
in P auf der Tangentialebene senkrecht steht. Bezeichnet 


*) In Fig. 8 mit T bezeichnet. 
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man ihre Richtungskosinus mit a, b, ¢, so ist nach Einl. (5) 
und (19) 


(20) G2 0: GF oui sok saai-1- 02-63 = Ie 
Setzen wir 

(21) : =, 

sala VFi+FL+Fs 

(22) CVE, ba Vo VE 


Z 


Fig. 8. 


Die Gleichungen der Normalen im Punkt ~, y, 2 sind 
(23) (X—a):(Y—y):(4—a=a:b:c=—F,: FF: Ff. 

Jede Ebene, welche die Normale enthalt, heiBt eine 
Normalebene der Flache, ihre Schnittkurve mit der Fliche 
ein Normalschnitt. PheiSt der Fu punkt der Normalen. 

Anmerkung. Die Normale kann in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen vom Punkt P aus positiv gerechnet 
werden; wir setzen als positive Richtung der Normalen 
diejenige fest, die sich ergibt, wenn der Wurzel in (21) das 
positive Vorzeichen gegeben wird.*) 


*) Diese Richtung ist nicht mit der Gestalt der Fliche als 
soleher fest verbunden, sondern von der jeweiligen Form der 
Gleichung abhingig. Schreibt man z. B. die Gleichung einer 
Kugel in der Form «?-+ y?-+2?—a?=0, so ist die positive- 
Normale nach aufen, dagegen fiir die Form a? — x?— y?— 2? =0 
nach dem Mittelpunkt gerichtet. 
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§ 16. Das Schmiegungsparaboloid. 


Die weiteren Betrachtungen, bei denen auch unendlich 
kleine Gréfen zweiter Ordnung beriicksichtigt werden, kniipfen 
wir an die Flichengleichung in der Form 


(1) =f (x, Y) 
die sich aus F'(%,y,2)=0 durch Auflésen nach ¢ ergibt. 

Fihrt man fiir die ersten und zweiten partiellen Ab- 
leitungen von g nach x und y die iiblichen Abkiirzungen 
ein, némlich 

Oz dz 022 02z 02Z 

2 — = — = =: = = 
tag 8 oa ney kt, Syl n 
so nimmt die Gleichung der Tangentialebene § 15, (19) im 
Punkt P die Form an 


(3) Ae — p(X ag (hy). 
Die Gleichungen der Normalen werden 
(4) (X— 2):(Y—y):(4—a=p:q:—1. 
Ihre Richtungskosinus a, b, ¢ sind bestimmt durch 
(5) 2—0p..10—Ud). 6—-—00, 
wo 
(6) w= ; 


Um nun die Flaiche in der weiteren Umgebung eines 
ihrer Punkte P (d. h. mit Beriicksichtigung der unendlich 
kleinen Groen zweiter Ordnung) zu untersuchen, geben wir 
dem Koordinatensystem eine spezielle Lage zu diesem 
Punkt, wodurch sich die zu entwickelnden Gleichungen 
wesentlich vereinfachen. Die gefundenen Resultate werden 
sodann spiter auf die allgemeine Lage des Koordinaten- 
systems iibertragen werden. Wir bezeichnen die Koordinaten 
in diesem System mit &, 7, € und legen zunichst den Ur- 
sprung desselben in den Punkt P; dann lautet die Gleichung 
der Fliche, nach Potenzen von & und 7 entwickelt 


(7) C=a,€+b,n +a, & +b, En +¢,7? + ay & +b, E? 


+6564? + dyn? e+e 
5* 
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Die Koeffizienten a,, b,, a, b, u.s.w. stehen in ein- 
facher Beziehung zu den fiir é=7—=0 gebildeten partiellen 
Ableitungen (2) von ¢ nach € und 7. Bezeichnen wir die 
Werte derselben mit dem Index 0, so ist 


(8) a, =, b= G3. 24s 705 Va 503 2 Co — ae 


Man kann nun die Koeffizienten a, und 0, gleich Null 
machen, indem man die ¢-Achse mit der Normalen, die 
&n-Ebene also mit der Tangentialebene des Punktes P zu-- 
sammenfallen laft; dann ist nach (5) yp, =a, =0; q =a =0. 
Gleichung (7) erhalt so die Form 


(7a) C= a,é?+ b, En + Cyn? +---- 

Jetzt kann man noch durch eine passende Drehung des 
Koordinatensystems um die ¢-Achse den Koeffizienten von 
€y zum Verschwinden bringen. Man erhalt so als ein- 
fachste Gleichung der Flache (mit andern Koeffizienten 
geschrieben) 

(9) 20-2 + E+ an8*4+ Balm treba? + dont +... 

Auf diese Form laft sich also die Flachengleichung 
stets bringen, abgesehen yon singularen Punkten. Sieht 
man nun & und 7 als unendlich kleine Gréfen an, so kann 
die Flache bei allen Fragen, wo nur unendlich kleine GréfSen 
erster Ordnung in Betracht kommen (Tangenten u. s. w.) 
durch die Fliche €=0, d. h. die Tangentialebene ersetzt 
werden. In allen Fallen ferner, wo nur die Glieder bis zur 
zweiten Ordnung beriicksichtigt werden miissen (Kriim- 
mungen), kann die Fliche vertreten werden durch das Para- 
boloid & 


(10) Sree 


aa 


wo sowohl a? als 6? positiv, negativ oder unendlich sein kénnen. 

Dieses Paraboloid ist also die zweite Annaéherungs- 
fliche. Es heift das Schmiegungsparaboloid der Flache 
im Punkte P, weil es sich der Flache in P besonders an- 
schmiegt. Seine Kigenschafien werden in den nichsten 
zwei Paragraphen entwickelt. ; 

Zunichst folgt noch ein Satz tiber die Tangentialebene, 
deren Gleichung ¢=0 ist. Die Schnittkurve derselben mit 
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dem Paraboloid (10) ist eine Kurve der éy-Ebene, namlich 


(11) 


Diese Gleichung stellt ein Linienpaar dar; die beiden 
Geraden desselben sind 

reell, wenn a? und f? ungleiches Vorzeichen haben, 

imagindr, wenn a? und f? gleiches Vorzeichen haben, 

zusammentfallend, wenn a? oder f? unendlich ist. 

Der erste Fall tritt ein, wenn (10) ein hyperbolisches 
Paraboloid ist, der Punkt P heift dann ein hyperbolischer 
(Fig. 9a). 


Fig. 9a. 


Der zweite, wenn (10) ein elliptisches Paraboloid 
ist, der Punkt P heift dann ein elliptischer (Fig. 9b). 

Der dritte Fall tritt ein, wenn (10) ein parabolischer 
Cylinder ist, entweder parallel der 7-Achse (wenn {? = oo), 
oder parallel der é-Achse (wenn a? oo), der Punkt P heift 
dann ein parabolischer (Fig. 9c).*) 


*) Die zweite Anniherungsfliche ist, genau genommen, in 
diesem Falle eine Fliche dritter Ordnung, nimlich 


° 2 
a¢= 54+ ant, bezw. 2o= Ft ag. 
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Aus der Schnittkurve der Ebene €=0 mit dem Para- 
boloid (10) schlieBt man auf die Schnittkurve von ¢=0 
mit der Flache selbst. Die letztere Schnittkurve ist eben- 


$ 


Gey 


Fig. 9b. 


falls eine Kurve der é7-Ebene und wird erhalten, indem 
man in (9) €=0 setzt; sie fallt in der Nahe des Punktes P 
mit dem Linienpaar (11) zusammen, d. h. sie hat das Linien- 


Fig. 9c. 


paar zu Tangenten; mit anderen Worten, sie hat zwei Zweige, 


die sich in P schneiden. Punkt P ist also ein Doppel- - 


punkt der Kurve (mit reellen Tangenten) oder ein isolierter 
Punkt (mit imaginéren Tangenten) oder ein Riickkehrpunkt 


— 
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(mit zusammenfallenden Tangenten), je nachdem der erste, 
zweite oder dritte der genannten Fille eintritt. Also 


Satz. Jede Fliche wird von der Tangential- 
ebene eines Punktes in einer Kurve geschnitten. 
Diese Kurve hat im Bertihrungspunkte P einen 
Doppelpunkt, einen isolierten Punkt oder einen 
Riickkehrpunkt, je nachdem das Schmiegungspara- 
boloid in P ein hyperbolisches, elliptisches oder 
ein parabolischer Cylinder ist. 

Anmerkung. Man sieht leicht, da jede der beiden Ge- 
raden des Linienpaares (11) in P mit der Fliche drei konsekutive 
Punkte gemein hat; die durch diese beiden Geraden definierten 


Fortschreitungsrichtungen heifen aus einem spiiter anzugebenden 
Grund Asymptotenrichtungen. 


§ 17. Indikatrix. Asymptotenrichtungen, Haupt- 
krimmungsrichtungen, konjugierte Richtungen. 


Wir benutzen das Schmiegungsparaboloid, um auf der 
Flache z=f (x,y) gewisse charakteristische Richtungen 
durch einen Flachenpunkt und mit Hilfe derselben gewisse 
wichtige Kurvensysteme zu definieren. 

Die Gleichung der Flache war, bezogen auf das in § 16 
eingefiihrte Koordinatensystem &, y, ¢, dargestellt durch § 16, 
Gl. (9); die Gleichung des zugehérigen Schmiegungspara- 
boloids fiir den Koordinatenursprung P war 

£2 y? 
OA ep Sasa k 
(1) 20= a2 fp 

Wir schneiden nun das Paraboloid (1) durch eine Ebene 
parallel der Tangentialebene des Punktes P, also parallel 
der &y-Ebene im Abstand €=¢, wo « eine sehr kleine 
Gréfe ist. Die so erhaltene Schnittkurve hei’t nach Dupin 
die Indikatrix der Flache im Punkt P, weil sie die wich- 
tigsten Eigenschaften der Flache in diesem Punkte anzeigt. 

Die Indikatrix ist analytisch bestimmt durch (1) in 
Verbindung mit der Gleichung ¢=¢«. Die Projektion der 
Indikatrix auf die &;-Ebene*) ist mit der Indikatrix selbst 
kongruent, und ist ein Kegelschnitt, dessen Gleichung lautet 


*) S. Fig. 10a—c; die Projektion der Indikatrix ist gestrichelt. 
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£2 2 
(2) eee 
oder > 
2 
2a 1 = 
— (v2 Gy20 


Der Kegelschnitt (2) besitzt nun erstens ein Paar 
Hauptachsen, die in der €¢- und 7¢-Ebene liegen, und nach 
(2a) die Lange af/2e« und f/2e haben. Die Richtungen 
der Hauptachsen heifen die Hauptkrimmungsrich- 


Fig. 10a. Fig. 10b. 


tungen der Flache in P (der Name erklart sich in § 18 
S. 75), die durch sie gehenden Normalschnitte die Haupt- 
schnitte*) der Fliche in P. Da die Richtungen der Haupt- 
achsen des Kegelschnittes (2) stets reell sind, so sind die 
Hauptkriimmungsrichtungen und die Hauptschnitte einer 
reellen Flache stets reell. 

Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel, wenn a? und £? 
ungleiches, eine Ellipse, wenn a? und f? gleiches Vor- 
zeichen haben, ein Parallelenpaar**), wenn a? oder §? un- 
endlich wird. Im ersten Falle liegt nach § 16, S. 69 ein 
hyperbolischer, im zweiten ein elliptischer, im dritten 
ein parabolischer Punkt vor. Es wird sich spater ergeben, 


*) Vgl. Fig. 11; APA’, BPB’ sind die Hauptschnitte. 
**) Richtiger: eine Kurve dritter Ordnung; vgl. FuBnote S. 69. 
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daf die hyperbolischen und elliptischen Punkte ganze Flaichen- 
teile erfiillen, die parabolischen Punkte dagegen im allge- 
meinen nur eine Kurve, die parabolische Kurve der 
Flache, welche die Gebiete der hyperbolischen und ellip- 
tischen Punkte voneinander scheidet. 

Der Kegelschnitt besitzt zweitens ein paar Asym- 
ptoten, deren Gleichung lautet 

& 2 
(3) aaa age 

Da diese Gleichung mit § 16, (11) identisch ist, so 
sind die Richtungen der Asymptoten im Punkt P gegeben 
durch die Tangenten der  beiden 
Zweige, welche die Schnittkurve der 
Flache mit ihrer Tangentenebene im : 
Punkt P besitzt (vgl. § 16, Schluf). owes 

Die Richtungen der Asymptoten H 
des Kegelschnittes (2) heifen die : 
Asymptotenrichtungen*) der 
Flache im Punkte P (vgl. § 16, 
SchluB, Anmerkung), die durch 
sie gehenden Normalschnitte Asym- 
ptotenschnitte der Fliche in P. 
Entsprechend den Asymptoten des 
Kegelschnittes (2) sind die Asym- 
ptotenrichtungen reell in hyperbo- 
lischen, imaginar in elliptischen, 
zusammenfallend in _ paraboli- 
schen Punkten.**) 

Der Kegelschnitt (2) besitzt drittens Paare von kon- 
jugierten Durchmessern. 

Die Richtungen von zwei konjugierten Durchmessern 
von (2) heiBen konjugierte Richtungen***) der Flache 
im Punkte P, und die durch sie gehenden Normalschnitte 
konjugierte Schnitte der Fliche in P. 

Die Hauptkriimmungsrichtungen und die Asymptoten- 
richtungen der Fliche in P stehen in einfachen Beziehungen 


\ 
Mee 
oR 


Fig. 10¢. 


*) PA: und PA: in Fig. 10a. 
**) PA in Fig. 10c. 
*“*) PD, und PD» in Fig. 10a und 10b. 
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zu den konjugierten Richtungen, die sich aus bekannten 
Satzen tiber Kegelschnitte*) ergeben, niamlich: 

1. Die Hauptkriimmungsrichtungen sind diejenigen zwei 
konjugierten Richtungen, die aufeinander senkrecht stehen. 

2. Die Asymptotenrichtungen sind zwei zusammen- 
fallende konjugierte Richtungen. 

3. Jedes Paar von konjugierten Richtungen liegt zu den 
Asymptotenrichtungen harmonisch. Durch die Indikatrix 
(bezw. ihre Projektion) werden die von einem Punkte der 
Flaiche ausgehenden Richtungen involutorisch einander zu- 
geordnet; die Asymptotenrichtungen sind die Doppelstrahlen 
dieser Involution. 


§ 18. Hauptkriimmungsradien. Die Saitze von Enler 
und Meusnier. 


Mittels des Schmiegungsparaboloids 


(1) yee 


lassen sich noch gewisse metrische Gréfen definieren, die 
fiir einen Flichenpunkt charakteristisch sind, namlich die 
Kriimmungsradien der ebenen Schnittkurven, die 
man erhalt, wenn man durch den Flachenpunkt alle még- 
lichen Ebenen legt. 

Wir bestimmen zuerst die Kriimmungsradien der. 
Normalschnitte, d. h. (vergl. 8. 66) der ebenen Schnitt- 
kurven, deren Ebenen durch die Flichennormale (¢-Achse) 
gehen. Zu diesem Zweck drehen wir das Koordinatensystem 
um die ¢-Achse um den Winkel g. Bezeichnen wir die 
neuen Koordinaten mit &’, 7’, ¢’, so ist 


E=&cosp—yn’sng, n=—é’sing+yn’cosy, C=C’. 
Das Schmiegungsparaboloid erhalt dann die Gleichung 


2) 2e (cos —y’sing)? , (&’ sing +7’ cos ¢)? : 
a =] a2 T B? 
i 


*) Vergl. S. S. VIII, Simon, Analytische Geometrie der Ebene, 
§§ 30 u. 31. 
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Die Ebene 7’=0 schneidet aus dem Paraboloid die 
Parabel aus 


Me cos? sin? 
(3) 27 g7(P 4 a) 
Nennen wir # den Kriimmungsradius dieser Parabel im 
Ursprung, so ist*) 


(4) 


1 cos’ | sin? 

R ae B? : 
Dadurch ist der Kriimmungsradius R eines Normal- 
schnitts, dessen Ebene mit der &¢-Ebene den Winkel 
bildet, gegeben. 
Wir bestimmen nun die Werte yon g, fiir welche 


1 
“R 
FR ein Maximum oder Minimum wird, indem wir we! 
setzen. Wir erhalten 
1 
d= 
ft AL ir 
Sale ron Skee pe 
aie 2 cos p sin p ( at# Q. 


Die gesuchten Werte von @¢ sind also p=0 und g= = 
Hieraus folgt der 

Satz1. Die Kriimmungsradien der Hauptschnitte 
in einem Punkt P der Flaiche stellen den kleinsten 
bezw. gréBten unter allen Kriimmungsradien der 
verschiedenen Normalschnitte dar. Man nennt daher 
diese Radien die Hauptkriimmungsradien**) und ihre 
reziproken Werte die Hauptkriimmungen. 

Bezeichnen wir die Hauptkriimmungsradien mit R, und 


R,, so folgt aus (4) fir p=0 und —=5 
(5) f,=a?, R= ?, 
und aus (4) und (5) die Gleichung von Euler 
1 _cos’p | sin’@ 
(6) id thai OR Ry 
*) Vergl. S. 8. VIII, Simon, Analytische Geometrie der 


Ebene, § 53, S. 278. 
**) PM, und PM, in Fig. 11. 
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Sie driickt den Kriimmungsradius R eines beliebigen 
Normalschnitts durch die Hauptkrimmungsradien R, und R, 
und den Winkel g des Normalschnitts gegen einen der 
Hauptschnitte aus. 

Mit Hilfe von (5) erhalt die Gleichung des Schmiegungs- 
paraboloids die Form 


(7) 


Fig. 11. 


Aus (5) folgt, daB die beiden Hauptkriimmungsradien 
einer Flache stets reell und im allgemeinen verschieden sind. 
Es gibt jedoch auf jeder Flaiche in der Regel einzelne Punkte, 
fiir die R, = R, oder a? = f? ist; solche Punkte heiBen Kreis- 
oder Nabelpunkte, da fiir sie die Indikatrix ein Kreis ist. 
Wir kommen auf ihre Bestimmung noch zuriick (§ 22, Aufg. 2). 
Ein Ellipsoid z. B. hat vier Kreispunkte; es sind die 
Beriihrungspunkte der Tangentialebenen parallel den Kreis- 
schnitten. Eine Kugel hat lauter Kreispunkte. 

Aus (5) ergibt sich (vergl. § 16), daB die beiden Haupt- 
kriimmungsradien in elliptischen Punkten gleiches, in 
hyperbolischen Punkten entgegengesetztes Vorzeichen 
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haben; die Bedeutung hiervon ist, daB in elliptischen 
Punkten die beiden zugehérigen Kriimmungsmittelpunkte 
(M, und M, in Fig. 11) auf derselben, in hyperbolischen 
Punkten auf entgegengesetzten Seiten der Flache liegen; 
denn in elliptischen Punkten liegen die beiden Parabeln, 
welche von der &¢- und 7¢-Ebene aus dem Schmiegungs- 
paraboloid ausgeschnitten werden, beide mit der Offnung 
nach derselben Seite der Flache (wie in Fig. 11), in hyper- 
bolischen Punkten nach entgegengesetzten. In para- 
bolischen Punkten endlich ist einer der beiden Haupt- 
kriimmungsradien, R, oder R,, unendlich, je nachdem a? oder 
6? unendlich ist. Wir setzen nun fest, dai ein Kriimmungs- 
radius dann als positiv gelten soll, wenn der zugehdrige 
Kriimmungsmittelpunkt auf der positiven Seite der Normalen 
- liegt, andernfalls negativ (vergl. § 15, Schlufanmerkung). 


Statt der Hauptkriimmungen = und — benutzt man 


1 
haufig ihre einfachsten symmetrischen Funktionen, nimlich 
Peat 1 

(8) Ra Fe Fe aay a 


Der Wert h heiBt die mittlere Kriimmung, & das 
Kriimmungsma8 der Fliche im Punkte P. Inwiefern das 
Produkt & der Hauptkriimmungen als Maf fiir die Kriimmung 
der Fliche in dem betreffenden Punkt bezeichnet werden 
darf, wird sich weiter unten (§ 22) zeigen. Beide Werte, 
h und fk, spielen eine wichtige Rolle in der Flichentheorie, 
h ist zugleich in der mathematischen Physik (besonders 
Kapillaritét) von Bedeutung. — Nach dem Friiheren ist das 
Kriimmungsmafi & positiv in elliptischen, negativ in 
hyperbolischen, Null in parabolischen Punkten der Fliche. 

Wir suchen noch die Normalschnitte, welche un- 
endlich groBbe Kriimmungshalbmesser haben. Setzen 
wir Roo, so folgt aus (4) fiir den Winkel g die Gleichung 


2 in2 
cos?y , sin’p _ 


a2 p? 


0, 
oder 

2 
(9) tgp ——§. 
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Da tgo=F ist, so folgt aus (9) 


2 9? 
aah pan 
d. h. es gibt zwei Richtungen, fiir die der Kriimmungsradius 
des zugehérigen Normalschnitts unendlich wird. Dieselben 
sind nur reell, wenn a? und §? ungleiches Vorzeichen haben, 
und fallen, wie aus § 17, (3) folgt, mit den beiden Asymptoten- 
richtungen zusammen. Wir haben also den 
Satz 2. Die Normalschnitte, welche durch die 
Asymptotenrichtungen gehen, haben unendlich grofe 
Kriimmungsradien, mithin Wendepunkte in dem be- 
treffenden Punkt. 
Endlich suchen wir den Kriimmungsradius einer be- 
liebigen ebenen Schnittkurve durch den Flachenpunkt. 
Die Gleichung des Schmiegungsparaboloids in den Ko- 
ordinaten &’, ’, ¢’ war nach (2) von der Form 
(10) 26/— AE? + BE’n’ + On”, 
wo z. B. 
__cos?@ , sin?y 
(11) A ane 
ist. Wir drehen nunmehr das é’ 7’ ¢’-System um die é’-Achse 
um einem Winkel H, so daB, wenn &”, 7”, ¢” die neuen 
Koordinaten sind, 
&/— é7, ha he cos = fe sin Naf 
C’=n" sin H+ C6” cosH 
ist (s. Fig. 12). Diese Werte sind in (10) einzutragen, wo- 
durch sich die Gleichung des Schmiegungsparaboloids in 
E”, ”, C” ergibt. Setzt man dann 7”=0, so erhalt man 
als Gleichung der gesuchten ebenen Schnittkurve 


(13) 20”cos H= Aé”?— BEC’ sin H+ Cl”? sin? H. 
Fiir diese Kurve ergibt sich als Kriimmungsradius r 
im Punkte’ é” ==05°67==0 
cos H 
eee 
oder, wenn man den Wert von A aus (11) einsetzt, 


(12) 


oe 
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Poe cos H ; 
(14) cos?y , sin? 
a? p? 
Diese Formel gibt den Kriimmungsradius eines be- 


liebigen ebenen Schnittes der Flache. Dabei bedeutet (vgl. 
Fig. 12) » den Winkel, den die Schnittgerade der Schnitt- 


Fig. 12. 


ebene und der Tangentialebene mit einer der Hauptkriim- 
mungsrichtungen (70) bildet, H den Neigungswinkel der 
Schnittebene gegen die Flachennormale. 

Setzt man in (14) H=O, so erhilt man nach (4) den 
Kriimmungsradius R des Normalschnittes, dessen Ebene 
durch dieselbe Flaichentangente geht, wie die Ebene des 
schiefen Schnittes. Aus (14) folgt nun 


(15) r= -cos H. 
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Diese Gleichung enthalt den 

Satz 3 (von Meusnier). Der Kriimmungsradius r 
eines schiefen Schnittes ist gleich der Projektion 
des Kriimmungsradius des durch dieselbe Flachen- 
tangente gehenden Normalschnittes auf die Ebene 
des schiefen Schnittes. 

Oder 

Die Kriimmungsmittelpunkte aller ebenen 
Schnittkurven durch dieselbe Flachentangente 
liegen auf einem Kreis (MWM’O in Fig. 12) der tiber 
dem Kriimmungsradius des zugehoérigen Normal- 
schnitts als Durchmesser in einer zur Ebene des 
Normalschnitts senkrechten Ebene beschrieben ist. 

Aus (15) folgt weiter: 

Zusatz. Unter allen ebenen Schnitten durch dieselbe 
Flachentangente hat der Normalschnitt den groften Kriim- 
mungsradius. 

In iibersichtlicher Weise lassen sich die Kriimmungs- 
verhaltnisse der Normalschnitte mit Hilfe der Indikatrix 
darstellen. Die Gleichungen derselben waren (vergl. (7)) 

Yaga, cs, 
Ry” RB,’ 


Wir fiihren nun in der &y-Ebene Polarkoordinaten 
(0, vy) ein vermége der Gleichungen 


E=ecosp, y=esing, 
und erhalten als Gleichungen der Indikatrix 


Bye cos? se Be: 
© O ( R, S= R, +f @ é. 


Daraus folgt nach (6) 


(16) Ze R: 

Diese Gleichung enthalt eine einfache Beziehung zwischen 
dem Kriimmungsradius & eines beliebigen Normalschnitts und 
dem von seiner Ebene ausgeschnittenen Halbmesser @ (ler 
Indikatrix. Es entspricht also jedem Satz iiber Kegel-chinitts- 
radien ein solcher tiber Kriimmungsradien der zugehérigen 
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Normalschnitte. Es lassen sich auf diese Weise die in diesem 
Paragraphen hieriiber aufgestellten Sitze ebenfalls herleiten, 
sowie verschiedene weitere, in den Aufgaben zu diesem Ab- 
schnitt (No. 5 und 6) enthaltenen Siitze. 


§ 19. Geometrische Betrachtungen und Definitionen. 


Unsere bisherigen Untersuchungen der Kriimmungs- 
verhiltnisse in einem Flichenpunkt P und ihre Ergebnisse 
stiitzten sich auf die spezielle Lage des Koordinatensystems 


Fig. 13. 


zum Punkte P; um nun die entsprechenden Formeln fiir 
die allzemeine Gleichung /'(z,y,2)—0 und fir einen be- 
liebigen Flichenpunkt zu erhalten, ist es erforderlich, die 
konjugierten Richtungen, und damit die Hauptkriim- 
mungsrichtungen und Asymptotenrichtungen ohne 
Benutzung der Indikatrix zu definieren. 

Es sei (s. Fig. 13) ABCD die Indikatrix mit den 


‘Gleichungen ac—4+4, ¢=e, A’ und B’ die Projek- 


tionen yon A und B auf die Tangentialebene des Punktes P. 
Kommerell, Theorie der Raumkurven. I. 6 
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In § 17 waren die Richtungen PA’ und PB’ zweier kon- 
jugierten Durchmesser der projizierten Indikatrix als kon- 
jugierte Richtungen, und die zugehérigen Normalschnitte 
APC, BPD als konjugierte Schnitte bezeichnet. Die 
Ebenen dieser beiden Schnittkurven schneiden aus der Ebene 
der Indikatrix die konjugierten Durchmesser 4C und BD, 
und aus der Flache die Linienelemente PA und PB aus, 
welche bis auf unendlich kleine Gréfen zweiter Ordnung 
mit PA’ und PB’ zusammenfallen. Denn da 4A’=BB’=¢ 
und 25 +5 ist, so ist «, und damit auch AA’ und 
BB’ von zweiter Ordnung unendlich klein, wenn € und » 
von erster Ordnung unendlich klein sind. Wir konstruieren 
nun im Endpunkt A des Linienelements PA die Tangential- 
ebene an die Fliche, d. h. an das Schmiegungsparaboloid, 
welches ja die Fliche in der Umgebung von P ersetzt. 
Diese Tangentialebene geht jedenfalls durch die Tangente EF’ 
der Indikatrix im Punkte A; HJ ist aber parallel BD. 
Die Tangentialebene ist also parallel BD und PB’, und 
ebenso ist ihre Schnittgerade L’F’ mit der Tangentialebene 
des Punktes P parallel zu Pb’, d. h. mit der zu PA’, 
bezw. PA konjugierten Richtung. Ebenso zeigt man, dab 
der Schnitt der Tangentialebene in B und der Tangential- 
ebene in P eine zu PA’ parallele Gerade gibt. 

Diese Betrachtung erméglicht nun, konjugierte Richtungen 
unabhaingig von der Indikatrix und von der bisher an- 
genommenen speziellen Lage des Koordinatensystems fiir 
jeden beliebigen Punkt einer Fliche F'(x,y,z)=0, oder 
z=f (x,y) zu definieren, nimlich folgendermafen: 

Konjugiert heifen zwei von einem Punkt aus- 
gehende Linienelemente ds, und ds, einer Fliche, 
wenn die Tangentialebenen in den Endpunkten des 
einen Linienelements (etwa ds,) sich in einer Ge- 
raden schneiden, die parallel der Richtung des 
andern Linienelements ds, ist. 

Oder kiirzer 

Die Tangentialebenen zweier Nachbarpunkte P 
und P’ einer Fliche schneiden sich in einer Ge- 
raden, deren Richtung zu PP’ konjugiert ist. 


Aus den am Schlu8 von § 17 angefiihrten Siitzen folet 


weiter: 


——— 
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Hauptkriimmungsrichtungen in einem Punkt 
einer Flache sind diejenigen zwei Richtungen, die 
zugleich konjugiert und orthogonal sind. 

Asymptotenrichtungen in einem Punkt einer 
Fliche sind diejenigen zwei Richtungen, in welchen 
jedesmal zwei konjugierte Richtungen zusammen- 
fallen. 

Damit sind nun auch die Hauptkrimmungsrich- 
tungen und Asymptotenrichtungen unabhangig von 
der Indikatrix und fiir jede beliebige Lage des Koordinaten- 
systems definiert. Die so charakterisierten, von einem be- 
liebigen Flichenpunkt ausgehenden Richtungen dienen nun 
weiter zur Definition gewisser Kurvensysteme auf der 
Flache. 

Denkt man sich in allen Punkten einer Fliche die 
zwei Hauptkriimmungsrichtungen durch Bogenelemente auf 
der Fliche bestimmt, und diese Bogenelemente zu Kurven 
aneinandergeschlossen, so erhalt man auf der Flache zwei 
Kuryensysteme, die sich tiberall rechtwinklig durchschneiden. 
Diese Kurvensysteme heifen die Kriimmungslinien der 
Fliche. Durch jeden Punkt P der Fliche gehen zwei Kriim- 
mungslinien, deren Tangenten die Hauptkriimmungsrichtungen 
in P angeben, 

In derselben Weise bestimmen die in allen Flichen- 
punkten konstruierten Asymptotenrichtungen zwei Kurven- 
systeme, welche die Asymptotenlinien (auch Haupttan- 
gentenkurven) der Fiche heifen. Durch jeden hyperbolischen 
Flachenpunkt P gehen zwei Asymptotenlinien; ihre Tan- 
genten geben die Asymptotenrichtungen in P an. 

Von den Kriimmungslinien aft sich noch eine wichtige 
Eigenschaft nachweisen, die sich an die Bestimmung der 
Kriimmungsradien der Normalschnitte anschlieBbt. Der 
Kriimmungsradius 7 einer ebenen Kurve in einem Punkt P 
wird bekanntlich konstruiert, indem man die Normale des 
Punktes P mit der Normalen des niichstfolgenden Punktes P’ 
zum Schnitt bringt. Der Schnittpunkt ist der Kriimmungs- 
mittelpunkt, sein Abstand von P der Kriimmungsradius. 
Wendet man dies auf einen beliebigen Normalschnitt einer 
Flache in einem Punkt P an, so hat man die Normale der 
Schnittkurve in P mit der Normalen im niichstfolgenden 
Punkt zu schneiden. Nun ist die Normale der Schnitt- 

6* 
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kurve in P zugleich die Normale der Fliche in P, da- 
gegen ist die Normale der Schnittkurve in P’ nicht zu- 
gleich die Normale der Flache in P’. Um dies zu beweisen, 
konstruieren wir (s. Fig. 13) in dem zu P unendlich be- 
nachbarten Flachenpunkt A die Normale AWN der Flache 
(bezw. des Schmiegungsparaboloids) und zeigen, da diese 
die Normale des Punktes P, d. h. die ¢-Achse im allgemeinen 
nicht schneidet (was offenbar der Fall sein miiBte, wenn AN 
zugleich die Normale der ebenen Schnittkurve APC 
wire), sondern nur, wenn A einer der Scheitel der Indika- 
trix ist. Die Flichennormale in A liegt offenbar in der 
Ebene, die senkrecht zu der Indikatrixtangente HF’ durch A 
gelegt wird; diese Ebene ist parallel der ¢-Achse und ent- 
halt auch die Normale AN’ der Indikatrix in A. Letztere 
geht aber nicht durch den Mittelpunkt der Indikatrix, auBer 
wenn A einer der Scheitel ist, also geht auch die Ebene 
N AWN’ nicht durch die ¢-Achse. 

Alle Geraden in dieser Ebene, mithin auch die Flichen- 
normale AWN, sind also zur ¢-Achse windschief, wenn nicht 
A einer der Scheitel der Indikatrix ist. Ist letzteres aber 
der Fall — befinden wir uns also auf einem Hauptschnitt — 
so trifft die Flachennormale in A notwendig die ¢-Achse. 
Wir haben also den 


Satz. Die Normale eines Flichenpunktes P 
wird nur von denjenigen Nachbarnormalen ge- 
schnitten, deren Fufipunkte in den Hauptkriim- 
mungsrichtungen liegen. 


Zusatz 1. Die Richtung PP’ auf der Flache ist 
dann und nur dann eine Hauptkrimmungsrich- 
tung, wenn die Flachennormalen in P und & sich 
schneiden. 

Zusatz 2. Die Kriimmungslinien einer Fliche 
sind diejenigen Kurven, lings deren die konseku- 
tiven Flachennormalen sich schneiden. 

Oder 

Die lings einer Kriimmungslinie errichteten 
Flachennormalen bilden eine abwickelbare Fliche. 

Beispiel. Auf einer Rotationsfliche bilden die Meri- _ 
diane das eine, die Parallelkreise das andere System von 
Kriimmungslinien. 
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§ 20. Sphirische Abbildung einer Fliche; Formeln 
fiir die Richtungskosinus der Normalen. 


Auf Grund der geometrischen Definitionen des § 19 
lassen sich die Bedingungsgleichungen der konjugierten 
Richtungen, der Kriimmungslinien und Asymptotenlinien 
sowie die Werte der Hauptkriimmungsradien fiir die all- 
gemeine Flachenform J(x,y,2)=0 leicht entwickeln. In 
diesen Entwicklungen sind, wie sich zeigen wird, die in § 15, 
Gl. (22) aufgestellten Richtungskosinus der Flaichennormalen 


(1) Oe su Velen 


von besonderer Wichtigkeit. Wir schicken daher in diesem 
Paragraphen einige geometrische Betrachtungen, sowie ver- 
schiedene spiter zu benutzende Formeln fiir diese Gréfen 
voraus. 

In § 3 wurde gezeigt, wie man das sphirische Bild 
einer Raumkurve mit Hilfe ihrer Tangenten konstruiert. 
In analoger Weise lift sich das spharische Bild eines 
beliebigen Flachenpunktes P(z,y,2) herstellen, indem man 
zu der positiven Richtung seiner Normalen eine Parallele 
durch den Ursprung des Koordinatensystems zieht und 
diese mit der Einheitskugel zum Schnitt bringt. Der 
Schnittpunkt heift das sphirische Bild des Punktes P, 
und hat offenbar die Koordinaten a, b, «. Man kann auf 
diese Weise beliebige Punkte und Kurven der Fliche auf 
die Einheitskugel abbilden und erhilt so die sphirische 
Abbildung der Flache. Der analytische Ausdruck dieser 
Abbildung sind die Gleichungen (1), welche a, b, c, d. h. die 
Koordinaten des sphirischen Bildes, in Funktion der Ko- 
ordinaten x, y, z des Flichenpunktes darstellen, so dai zu 
jedem Koordinatentripel x, y, z ein entsprechendes a, b, ¢ ge- 
hért. Man bezeichnet auch a, b, ¢ kurz als die sphirischen 
Koordinaten des Flachenpunktes P (x,y,z). Die Koordi- 
naten x, y, 2 legen den Flachenpunkt fest, a, b, ¢ die Rich- 
tung seiner Normalen. 

Es zeigt sich nun im folgenden, daf sich alle fir 
die Untersuchung einer Fliche F'(z,y,z)=0 wich- 
tigen Gréfen und Gleichungen besonders einfach 
darstellen, wenn man nur die Koordinaten 2, y, z des 
Flachenpunktes und deren Differentiale und die zu- 
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gehoérigen spharischen Koordinaten a, b,c und deren 
Differentiale benutzt. 

Wir geben daher zuerst einige spiter oft zi benutzenden 
Formeln fiir diese Gré6Sen. 

Die Richtungskosinus a, b, ¢ sind durch die identische 
Gleichung 
(2) a+h+e=l 
verbunden. 

Aus (1) und § 15, (4) folgt fiir die Fortschreitungs- 
richtung dz:dy:dz auf der Flache die Bedingung 
(3) adz+bdytcdz=0, 
oder, mit Benutzung des in § 15 eingefiihrten Summen- 
zeichens 2, abgektirzt 
(3a) adr—0- 
Durch Bildung des totalen Differentials folgt aus (3) 
(4) dadz+dbdy+dedz+a@a+bd'y+e@z= 


oder kurz 


(4a) Sdadz+ 2adzrz—=0. 
Hierbei ist : ; 
da—— da dy +S dz, 
(5) 4 db— 5 dere dy + sede, 
dems dx+- Be pt ag dz. 


Durch Einfiihrung der ol aus (5) stellt sich das 
erste Glied Sdadzx in (4a) als homogener Differential- 
ausdruck zweiten Grades in dz, dy, dz dar. 

Weitere Formeln lassen sich aus der Identitét (2) ab- 
leiten. Durch totale Differentiation folgt 


(6) ada+bdb+ede=0 oder Sada=0. 
Durch Bildung des totalen Differentials folgt aus (6) 
(7) 2da?+ 2ada=0. 


Bezeichnet man alle auf die Kugel beziiglichen Groen 
durch den Index 0, ihr Linienelement also mit ds,, so ist 
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(8) dsj = da? Sada, 


und es stellt offenbar ds, das sphirische Bild des Bogen- 
elements ds, oder kurz das sphirische Bogenelement 
der Flache dar [vgl. § 15, (7)]. Aus (8) folgt weiter 


(9) ds, 0 3= 2 dada. 
Differenziert man (2) partiell nach z, y, 2, so erhalt man 
a +b a +¢ =, 
(10) axe | os ==) 


Da a, b, ¢ nie alle drei verschwinden kénnen, so folgt 
aus (10) fiir die partiellen Ableitungen von a, b, ¢ nach 


x, y, # die Gleichung 


oa Ob de 

Ox Ou Ox 

0a 0b de 
cee by dy dy|—” 

Oa 0b Oc 

Oz 02 Oz 


Es erscheint fiir spitere Verwendung schon hier zweck- 
mabig, fiir gewisse hiufig wiederkehrende Differential- 
formen Abkiirzungen einzufiihren. Solche haben wir schon 
in § 15, (7) durch ds? und oben in (8) durch ds? eingefiihrt. 


Wir setzen ferner abkiirzend (vgl. 4a) 


(12) L=Ja@x=—Ddadz, 
und ferner 

ada dx 
(13) M=\b db dy}. 

¢ de dz 


Die vier Formen ds’; dsj, L, M sind simtlich homogene 
Differentialausdriicke zweiten Grades in dz, dy, dz. 
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Sie sind nicht unabhingig voneinander, sondern durch eine 
Gleichung verbunden. Durch Quadrieren von (13) ergibt 
sich namlich 

2a? Lada Ladxz 

M?—=|Sada Sda* Adadz'. 
| Sadxz Sdadx XZ dx? 
Es ist aber 

nach (2) X'a?=—1, nach (6) Sada=—0, nach (3) Sadx~=0, 
nach (8) Sda* = dso, nach (12) Sdadxz = —L, nach § 15, (7) 
2 dx? =ds?, also folgt: 
(14) M’ = ds dsj — L?. 


° a 2 2 cH 
Die vier Formen ds’, dsj, L, M beherrschen in Ver- 


bindung mit einem spiter (§ 25) zu definierenden Differential- - 


ausdruck N die ganze Theorie der Flichenkurven, wie sich 
in § 27 zeigen wird. 


§ 21. Allgemeine Formeln fiir konjugierte Richtungen, 
Kriimmungslinien und Asymptotenlinien. 


Wir kommen nun zur Aufstellung der Gleichungen fir 
die konjugierten Richtungen, die Hauptkriimmungsrichtungen 
und Asymptotenrichtungen fiir die allgemeine Flachenform 
F(z, y,2)=0, wozu wir, wie schon in § 19 angedeutet, die 
dort entwickelten, von der Indikatrix unabhingigen Defini- 
tionen benutzen. 


1. Konjugierte Richtungen. 
Es sei P ein Punkt der Fliche mit den Koordinaten 
a, y, 2; P, und P, zwei ihm unendlich benachbarte Punkte 
mit den Koordinaten x+dz,, y+dy,, e+dz, bezw. 
“atda, ytdy, z+dz,. Die zugehdrigen Bogenelemente 
PP,=ds, und PP,=ds, sind dann bestimmt durch die 
Gleichungen 


ds? = dai + dy + dg, dss =e dasz+ dy; ECE 


Aus der in § 19 aufgestellten Definition eines Paares 
von konjugierten Richtungen folgt nun, da die Richtungen 


PP, und PP, konjugiert sind, wenn die Tangentialebene 


in P von der Tangentialebene in P, in einer Geraden ge- 
schnitten wird, die der Richtung PP, parallel lauft. 


——— 
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Die analytische Bedingung hierfiir ergibt sich folgender- 
mafen. Die Gleichung der Tangentenebene in P ist in 
X, Y, Z als laufenden Koordinaten nach § 15, (19) und (22 


(1) (X—a)a+(Y¥—y)b+(Z—2#)c=0, 
und ebenso die der Tangentialebene in P, 


(2) (X — « — dx,) (a+ da,) + (Y— y — dy,) (6+ db,) 
+ (Z— z—dz,) (e+ de)=0, 

wo da,, db,, de, nach § 20, (6) fiir dz,, dy,, dz, statt 
dx, dy, dz zu bilden sind. Die Gleichungen (1) und (2) 
stellen die Schnittgerade der Tangentialebenen in P und P, 
dar; (2) kann unter Beriicksichtigung von (1) und von § 20, (3), 
sowie unter Vernachlissigung der unendlich kleinen "Glisder 
zweiter Ordnung ersetzt werden durch 


(2a) (X— x) da, + (Y—y) db, + (Z— 2) de, =0. 
Die Schnittgerade der Tangentialebene in P und P, ist nun 


dargestellt durch die Gleichungen (1) und (2a); soll sie 
parallel der Richtung PP, sein, so muf 


(3) (X —x):(Y¥—2):(Z— 2) = da : dy, : day 


sein. Aus (2a) und (3) folgt nun die gesuchte Bedingungs- 
gleichung 


(4) da, dz, + db, dy, + dé, dz,=0. 


Da die Beziehungen zwischen den konjugierten Rich- 
‘tungen reziprok sind, so kann man (4) auch ersetzen durch 


(4a) da, dx, + db, dy, +de, dz,=0. 


Analytisch zeigt sich die Ubereinstimmung von (4) 
und (4a) sofort, wenn man fiir da, db, de die Werte aus 
§ 20 (5) einsetzt (vgl. auch unten Gl. 17). Es ergibt 
sich also 

Satz 1. Konjugiert sind zwei von P aus gehende 
Richtungen PP, und PP,, oder zwei Linienelemente 
ds, und ds, auf der Fliche, wenn die Gleichung (4) 
oder (4a) besteht. 

Aus (4) bezw. (4a) folgt der 

Zusatz 1. Zwei Linienelemente ds, und ds, sind 
konjugiert, wenn das eine auf dem sphirischen 
Bild des anderen senkrecht steht. 
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2. Die Hauptkrimmungsrichtungen 
waren in § 19 definiert als diejenigen zwei Richtungen, die 
zugleich konjugiert und orthogonal sind. 

Sind wieder PP, und PP,, bezw. ds, und ds, zwei 
von P aus gehende Richtungen, so ist nach (4) die Bedingung 
dafiir, daB sie konjugiert sind 
(5) da, dx, + db, dy, +de, dz, =0 
und die Bedingung der Orthogonalitét nach § 15, (17) 

(6) dix, dx, + dy, dy, + dz, dz,=0. 
Dazu kommt nach § 20, (3) die Gleichung 
(7) adz,+bdy,+cedz,=0. 


Eliminiert man aus (5), (6) und (7) da,, dy, dz, so 
erhalt man die Bedingung dafiir, dafB PP, eine Haupt- 
kriimmungsrichtung ist, némlich 


a da, dx, 
b db, dy, |\=0: 
CdGaae, 


Vertauscht man den Index 1 mit 2, so erhdlt man die 
Bedingung dafiir, daB PP, eine Hauptkriimmungsrichtung 
ist. Wir haben also den 

Satz 2. Die zwei Hauptkriimmungsrichtungen 
in einem Punkt P(z,y,z) einer Flaiche sind bestimmt 
durch die Gleichung 


a da dx 
(8) M—=\b db dy|=—0. 
e¢ de dz 


Fihrt man fir da, db, de die Werte aus § 20, (5) ein, 
so geht MW, wie schon in § 20 bemerkt, in einen homogenen 
Differentialausdruck zweiten Grades in dz, dy, dz, und gibt 
in Verbindung mit § 20, (3) die Verhiltnisse dx:dy:dz, 
welche den Hauptkriimmungsrichtungen zukommen, 


3. Asymptotenrichtungen. 


Eine Asymptotenrichtung war in § 19 definiert als - 
Richtung, die mit ihrer konjugierten zusammenfallt. Soll 
also PP, eine Asymptotenrichtung sein, so mu die kon- 
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jugierte Richtung PP, mit PP,, oder der Punkt P, mit P, 
zusammenfallen, Die Bedingung dafiir ist nach (4) 
(9) da, dx, + db, dy, + de, dz,=0. 

Fiir die Richtung PP, gilt die entsprechende Bedingung 
mit dem Index 2. Also folot der 

Satz 3. Die zwei Asymptotenrichtungen in einem 
Punkt P(w,y,2) einer Fliche sind bestimmt durch die 
Gleichung 


(10) —L=dadzr+dbdy+dedz=0. 


Auch hier erhalt man durch Einsetzen der Werte aus 
a$ 20, (5) einen apes) Differentialausdruck zweiten 
Grades in dx, dy, dz, vgl. § 20, (12), der in Verbindung 
mit § 20, (3) die Vevhiltnigse da: dy y:dz fiir die beiden 
By eioleusichbiscen liefert. 


Die vorstehenden Entwicklungen geben zugleich die 
Differentialgleichungen der Kriimmungslinien und 
Asymptotenlinien einer Fliche F'(z,y,z)=0. Die De- 
finition dieser Kurvensysteme ergeben sich aus § 19, naémlich: 

Kriimmungslinien heifen die beiden, von den Haupt- 
kriimmungsrichtungen aller Punkte der Fliiche gebildeten 
Kurvensysteme. 

Wir haben also nur die beiden Kurvensysteme zu _be- 
stimmen, die in allen Punkten der Flache F'(z,y,z)=0 den 
beiden Bedingungen 


ada dz 
(11) M=\|\b db dy|=0, adx+bdy+edz= 
ede dz 


gentigen. Daher 

Satz 4. Die Gleichungen (11) stellen in Ver- 
bindung mit =O die Differentialgleichungen der 
Kriimmungslinien der Fliche dar. 

Aus § 19 entnehmen wir ferner: 

Asymptotenlinien heifen die beiden von den 
Asymptotenrichtungen aller Punkte der Fliche gebildeten 
Kurvensysteme auf der Fliche. 

Man hat also analog wie oben die beiden Kurvensysteme 
zu bestimmen, die in allen Punkten der Fliche F(z, y, 2) =0 
den beiden Bedingungen 
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(12) —L=dadzx+dbdy+dedz=0, adz+ bdy+ecdz=0 


geniigen. Daher 

Satz 5. Die Gleichungen (12) stellen in Ver- 
bindung mit #=—0O die Differentialgleichungen der 
Asymptotenlinien der Flache dar. 

Es bleibt noch iibrig, an Stelle der Richtungskosinus 
a, b, ¢ die partiellen Ableitungen F,, £4, F, von F(a, y, 2) 
einzuftihren, um die Formeln unmittelbar zum Gebrauch 
fertig zu haben. Nach § 15, (21) und (22) war 


(13) OV 5 O aay Ca Pas 
(14) Lag) eu ee ergs 

Die Gleichung Yadx=0 ergibt also (vgl. § 15, (4)). 
(15) Fidx+ F,dy+ F,dz=0. 


Aus (13) und (14) folgt weiter 
da=—VdF,+F,dV, db—VdF,+F,dV, 
de= VdF, + F,dV, 
wo fiir dF, dF, dF, die Werte aus § 15, (6a) einzusetzen sind. 
Die Bedingungen fiir zwei konjugierte Richtungen 
dx,, dy,, dz, und dx,, dy,, dz, lauten daher nach (4) 
Fi da,+ Fy dy,+F;dz,=0, 
Fda, + Fy dy, + F,dz,=0, 
(17) FE, dx, da, + Fy, dy, dy. + 1, dz, d2, 
+ Fy, (dy, dz, + dz, dyy) + Fy, (da, dx, + dx, dzy) 
+ F,, (dx, dy, + dy, da,)=0. 
Man sieht, dafi die Gleichungen in den Differentialen 
dx,, dy,, dz, und dz,, dy,, dz, symmetrisch gebaut sind. 
Als Differentialgleichung der Krimmungslinien 
erhalt man nach (11) neben (15) die Gleichung 


Ey ak axe 
M=V?) Ff, df, dy|=—0 
(FE; dks dz 
oder nach Division mit V? 
FF, Fy da+F iy dyt+Fy,dz dx fi: 
(18) Ff, Fy, dz+ Fy, dy+y,dze dy|=—0. 
Fy, Fy,da+ Fy, dy+Fegdze dz 


(16) 
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Endlich erhalt man als Differentialgleichung der 
Asymptotenlinien nach (12) neben (15) die Gleichung 
—L=V(dF,dz+dF, dy+dF; dz)=0 
oder nach Division mit V 
FF, dz? + F,, dy? + Fy, dz? 
+2 F,, dydz+2F,, dzdx+2 F,dxdy=0. 
Dieselbe Gleichung resultiert aus (17), wenn d2,, dy,, 


dz, und da, dy,, dz, durch dx, dy, dz ersetzt werden. 
Ist die Flache in der Form 


(20) 2=[(2,y) 
gegeben, so kann man setzen 
F'(@,y, 2) =2—f(x%,y)=0. 
Hieraus folet unter Benutzung der in § 16, (2) ein- 
gefiihrten Abkiirzungen 
| F,=—p, f=—a@, F3=1; 
Piette ss Le 
Bg; = Lig =O, Fy; =F, =0, I; =0. 
AuBerdem ist 


(19) 


dz=pdzx+qdy, 
so daB nur die Differentiale dx und dy auftreten. 
Es ergibt sich als Bedingung fiir zwei konjugierte 
Richtungen dz,, dy, und dx, dy 


(17a) rdx, da, +s (dx, dy, +dy, dx.) +tdy, dy, =0. 
Die Differentialgleichung der Kriimmungslinien wird 
eae fe a be: doe pee oUt a) 
+dedy[r(1+q@)—t+p9]=0, 

und die Differentialgleichung der Asymptotenlinien 
(19a) ydx?+2sdxdy+itdy?=0. 

Bemerkung. Die Differentialgleichungen (18a) und 
(19a) ergeben durch Integration sofort die Projektionen der 


Kriimmungslinien, bezw. Asymptotenlinien auf die X Y-Ebene 
und damit diese Kurvensysteme auf der Fliche selbst. 
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§ 22. Allgemeine Formeln fiir die Hauptkriimmungs- 
radien. Kriimmungsmas. Kreispunkte. 


Nachdem im vorigen Paragraphen die Gleichungen fiir 
die konjugierten Richtungen, Hauptkriimmungsrichtungen 
und Asymptotenrichtungen fiir die allgemeine Flaichenform 
EF («,y,2)=0 aufgestellt worden sind, haben wir nun noch 
fir diesen Fall die in § 18 definierten metrischen Gréfen, 
namlich die Kriimmungsradien ebener Schnitte, insbesondere 
die Hauptkriimmungsradien, zu bilden. Wir gehen hierbei 
aus von den im I. Abschnitt fiir den Kriimmungsradius r 
einer Raumkurve aufgestellten Formeln, die natiirlich auch 
fiir den speziellen Fall ebener Schnittkurven gelten und be- 
ginnen mit der Bestimmung des Kriimmungsradius eines 
schiefen Schnittes. Es war in § 4, (4) gefunden 


lL ds@a—dad?s m dsd’y—dyd's 


ry ds? 7 4 ds® @ 
n dsd?z—dzd?s 
, ds? : 


wo J, m, m die Richtungskosinus der Hauptnormale der 
Kurve, in unserem Falle also die der Kurvennormale des 
ebenen Schnittes, sind. Multiplizieren wir diese Gleichungen 
beziiglich mit a, 6, ¢ und addieren, so folgt, da nach § 20, 
(3) Yadx=O0 ist, die Gleichung 
altbmten aPa+tb@Py+edz 
(a ds? 

Nach Einl. (6) ist aber al--bm-en der Kosinus des 
Neigungswinkels der Normale des schiefen Schnittes gegen 
die Flachennormale oder gegen die Normale des zugehérigen 
Normalschnittes. Dieser Winkel war in § 18 mit AH be- 
zeichnet (vgl. Fig. 12); wir haben also unter Beriicksichti- 
gung von § 20, (12): 

csH Lad*x SAGs 
(1) Pia se Yds? ast 
Dies ist die Meusniersche Gleichung (§ 18, Gl. 15) 
fiir die allgemeine Flachenform. 

Um aus (1) den Kriimmungsradius F& des zugehorigen 
Normalschnittes herzuleiten, haben wir einfach H=0O zu 
setzen und erhalten so 


§ 22. Allgemeine Formeln ftir die Hauptkritimmungsradien. 95 


2 1 2adx Adadx L 
4) wes ds? ds? ds? 

Dies ist die Eulersche Gleichung (§ 18, Gl. 6) fir 
die allgemeine Flichenform. 

Die Fortschreitungsrichtung auf der Flache, zu der die 
Radien r und # gehoren, ist in (1) und (2) statt durch den 
in § 18 eingefiihrten Winkel w durch die Verhaltnisse der 
Differentiale dz, dy, dz bestimmt, die noch der Bedingung 
Sadx=O0 unterworfen sind. 

Aus (2) werden endlich die Hauptkrimmungsradien 
R, und RF, bestimmt; hierzu sind aus den Gleichungen 
§ 21, (11) 


a da dx 
é (8) M=|b db dy|=0, advw+bdy+ecdz=0 
Cade dz 


die Verhiltnisse dz:dy:dz zu berechnen und in (2) einzu- 
_ setzen; wir haben also den 
— Satz 1. Die Hauptkrimmungsradien R, und R, 
ergeben sich, wenn man aus (3) die den Hauptkrim- 
mungsrichtungen entsprechenden Verhdltnisse dz,: 
dy,: dé, und dx,: dy,:dé bestimmt und in (2) eintriagt. 
Die Berechnung von FR, und R, gestaltet sich indessen 
einfacher, wenn man den am Schluf von § 19 abgeleiteten 
Satz benutzt, dai sich die in zwei Nachbarpunkten P und 
P’ errichteten Normalen einer Flache dann und nur dann 
schneiden, wenn PP’ eine der Hauptkriimmungsrichtungen 
ist. Der Schnittpunkt Jf der beiden Normalen ist dann 
natiirlich der Kriimmungsmittelpunkt des zugehérigen Haupt- 
schnitts, die Entfernung 17 P= P’ der eine Hauptkriimmungs- 
radius. Bezeichnen wir denselben mit R, die Koordinaten 
von M mit &, 7, ¢, so ist, wenn M auf der positiven Nor- 
malenrichtung liegend angenommen wird, 


&é=e+ Ra=x2+dzxe+ Rla+da), 
n=y+ hb=y+dy+Rh(b+ db), 
€=2e+ Re=2z+de4+ R(ce+de). 
Daraus folgt 
(4) dz+Rda=0, dy+Rdb=0, dz+Rdce=0. 
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Diese Gleichungen erméglichen eine einfachere Bestim- 
mung der Hauptkriimmungsradien. Zunichst ergeben sich 
jedoch einige wichtige Folgerungen aus (4). Bezeichnen wir 
die Bogenelemente der zu Ff, und RF, gehdrigen Haupt- 
kriimmungsrichtungen mit ds, und ds,, ihre spharischen 
Bilder (vgl. § 20) mit ds,, und ds,,, die Projektionen der 
letzteren auf die Achsen mit da,, db,, de, und da,, db,, 
de,, so hat man nach (4) : 
(5a) Rida, =—dz,, R,db,=—dy,, R,de,=—dz,, 
5b) R,da,=—dz,, R,db,=—dy,, R,dce,=—daz,, 
und nach § 21, (6) 

(6) da, da, + db, db, +de,de,=0. 

Die letzten Gleichungen ergeben den [vgl. auch § 21, 
Zusatz 1.] 

Satz 2. Die sphiarischen Bilder der Hauptkriim- 
mungsrichtungen sind diesen parallel und, wie diese, 
aufeinander senkrecht. 

Quadriert man ferner die Gleichung (5a) und addiert 
sie, und verfaihrt ebenso mit den Gleichungen (5b), so er- 
gibt sich [vgl. § 20, (8)] 

Ridsi=dsi, Rzdse—ds:, 
und hieraus 
1 d8y Sy 
BBY nd gvd sy 

Da nun die Bogenelemente ds, und ds, sowohl, als ihre 
spharischen Bilder ds,, und ds,, aufeinander senkrecht stehen, 
so ist ds, ds, nach § 15, (18) das Flachenelement dJ, ds), dsy5 
sein spharisches Bild dJ,. Wir haben also 


15 ad, 
RR, dd” 
Diese Gleichung enthalt den 
Satz 3 (von Gaub). Das Produkt aS der Haupt- 
jer 


kriimmungen in einem Punkt P einer Fliche (das 
sog. ,KriimmungsmaB“, vgl. § 18 (8)) ist gleich dem 
Verhaltnis des spharischen Bildes dJ, des Flichen- 
elementes zu diesem Flichenelement (dJ) selbst. 


a ee 
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Dieser schéne Satz ist das Analogon zu dem Satz 
tiber die Kriimmung der Raumkuryen (§ 3, Schluf); an 
Stelle des Linienelements dort tritt hier das Flachen- 
element. Daf in der Tat das Verhiltnis des sphiirischen 
Bildes eines Flichenelements zu diesem Flichenelement selbst 
ein Ma fiir die Kriimmung der Flache abgibt, ist, auch ab- 
gesehen von der Analogie mit den Kurven, leicht einzu- 
sehen: je stirker das Flichenelement dJ gekriimmt ist, desto 
mehr werden die Randnormalen desselben in ihrer Richtung 
voneinander abweichen, desto gréBer wird also das sphirische 
Bild dJ), und damit auch das Verhaltnis oe oder das Pro- 
dukt ae . Damit ist die in § 18, 8.77 zunachst ohne weitere 


L-32 
' Begriindung eingefiihrte Bezeichnung ,,Kriimmungsmah fiir 


1 : 3 
das Produkt RR. als berechtigt erwiesen. 


tity 

Wir kehren nun zur Bestimmung der Hauptkriimmungs- 
radien zuriick, die, wie schon bemerkt, mit Hilfe der Gleichun- 
gen (4) geschieht. Fiihren wir dort fiir da, db, de ihre Werte 
aus § 20, (5) ein, so erhalten wir drei in dx, dy, dz lineare 
und homogene Gleichungen. Durch Elimination dieser drei 
Differentiale erhalten wir folgende Bestimmungsgleichung 


fiir fe Oa '1 da Oa 
Ou R dy dz 
ob abe She Gab 
8 ee ee ts 
(8) EE ay R Ba ie 
Cees 78s Guha 
On oy 2 R 
oder nach Potenzen von = geordnet 
1 h ok 
(Sa) Ro mt etl 


Die Koeffizienten h, &, 1 sind hierbei noch aus (8) zu be- 
stimmen. Zunachst ist offenbar 7 die in § 20, (11) auf- 
tretende Determinante; also ist /— 0. Die Gleichung (8a) redu- 


ziert sich also nach Weglassung des Faktors FE aut 


Kommerell, Theorie der Raumkurven. I. % 
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1° oh 
Man non wan , daB der Koeffizient iP die mittlere 
Kriimmung ztE z , & das Kriimmungsmaf aE bedeutet. 


Die Werte yon h und k best sich aus (8 ): h ist der 


negative Koeffizient von =, k der Koeffizient von te Man 


9) 
erhalt re a 
il il 0a ob. de 
() hens (545, 5) 
0a 0a 0b ob 0c 0¢ 
A emule a oy oy 02 Oz Ox 
(11) k= = + + da aa 


RR, |éb ab dc 0¢ 
Ox oy dy 02 Oz 02 


G]. (8) kann auch so geschrieben werden 


0a e 0a 0a ~ 

da ' BR oy Oa 

ob Obuer, Bao b 

Ox Oy hy Le Deg 

(8b) 0c 0G dc, i 5 Tons 

Ou oy dz' R 

a b c 

R R ery 


Multipliziert man nimlich die drei ersten Horizontalreihen 
in (8b) beziiglich mit a, b, e¢ und subtrahiert ihre Summe 
von der vierten, so erhalt man die-linke Seite von (8) mit 
negativem Vorzeichen, wenn man § 20, (2) und (10) be- 
achtet. Hier kann man nun noch statt a, 6, ¢ und ihren 
partiellen Ableitungen die partiellen Ableitungen der Funktion 
F(x, y, 2) einfiihren, indem man die Gleichungen (21) und 
(22) des § 15 benutzt. Es ist z. B. 

04 yn, ¢ Fo, fee 

Dap ee tr ee ea ut a1 tb Fy Fy) 
u.s.w. Trigt man diese Werte in (8b) ein, so erhalt man zur 
Bestimmung der Hauptkriimmungsradien die Gleichung 


a 
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1 
Fy, = VR Fi. Fi; F, 
1 
(8c) Fy, Fy, + 7R Frys F, esa (3 
1 


Hieraus ergeben sich fiir h und k& die Werte: 


h= V5(2( Fos Fy Fy + Fu FF, + Fi, F, F)) 


(10a) ‘ 
Fy Fy Fs Ey 
esa oom ltan cd: 

lla y ee lah Fag Wl ae Pl ee Pin eM ee 

i Fy, Fy. Fy3 Fs 
FE ee AU 


Die Gleichung (11a) gibt zu einer Bemerkung beziiglich 
der Verteilung der parabolischen Punkte auf der Fliche 
AnlaB (vgl. § 17, S. 73). Die Determinante in (11a), welche 
die Hessesche Determinante heift, gibt, gleich Null ge- 
setzt, die Punkte der Flache, fiir die k—0, also einer der 
Hauptkriimmungsradien unendlich ist, d. h. die parabolischen 
Punkte; 4—0 ist aber die Gleichung einer Fliche, und diese 
schneidet aus der Flache /’—0 eine Kurve aus; alle Punkte 
derselben sind parabolische Punkte (mit dem Kriimmungsma 
Null). Diese Punkte bilden also eine Kurve, welche die 
parabolische Kurve der Fliiche heift. Die parabolische 
Kurve trennt, wie schon in § 17 bemerkt wurde, die Flichen- 
teile mit positivem Kriimmungsmaf von denen mit negativem 
Kriimmungsmas, oder die elliptischen Punkte von den hyper- 
bolischen, Die elliptischen und hyperbolischen Punkte er- 
fiillen also ganze Flichenteile; die parabolischen nur eine 
Kurve. 


Wir behandeln zum Schluf noch zwei Aufgaben. 
1. Aufgabe. Die Hauptkriimmungsradien fiir 
die Flichenform z=f(z,y) zu bestimmen. 
Aus (8¢e) und § 21, (20)f. folgt leicht 


: * 
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La +9") ee eS ee 


12 iy 

ORR (1 -gerE ay (+r Feo” 

also ist 

(13) jpeeae (1+ q97)+t(1+ p?)—2pqs i eae 
dapsen  ” *"Gtpetay 


Die parabolische Kurve der Flache hat die Gleichung 


(14) rt— s?=0. 


2. Aufgabe. Die Kreispunkte (Nabelpunkte) einer 
Flaiche zu bestimmen. 

Die Kreispunkte sind nach § 18, S. 76, dadurch charak- 
terisiert, daB in ihnen R, = FR, wird. Da R, und R, fiir eine 
gegebene Fliche bekannte Funktionen von «, y, 2 sind, 
so stellt die Gleichung R, =, eine Flache vor, deren 
Schnittkurve mit F'(«,y,2)=0 der geometrische Ort der 
Kreispunkte sein muf. Man sollte demnach auf jeder Fliche 
eine Kurve von Kreispunkten erwarten; dem ist aber nicht 
so. Die Gleichung R, —R,=0 ist néimlich von der Form 
A?+ B?=0, wo A und B Funktionen von 4g, y, z sind. 
Sie stellt also eine imaginire Flache mit reeller Doppel- 
kurve dar, und die Gleichungen der letzteren sind A—O, 
B=0. Diesen beiden Gleichungen miissen also die Koor- 
dinaten eines reellen Kreispunktes gentigen und auferdem 
natiirlich der Flachengleichung F(z, y,z)=0. Es gibt daher 
auf einer Flache nur eine endliche Anzahl reeller 
Kreispunkte. Die Gleichung R,—R,=0 erhalt man 
durch Nullsetzen der Diskriminante der Gleichung (8) oder 
(8a), also 

h? —Ak=0. 


Fiir die Flichenform z=/(«,y) erhalt, wie eine kleine 
Rechnung zeigt, diese Gleichung nach (13) die Form 


(Lp 9) eo sin 2 
gers 


paqr pqt z t 72 
ies — 21, - P| +0+e4+a|g [}<0,. 


1+p? I+p? 1+¢ 


Fir reelle Kreispunkte erhalt man also die beiden 
Bedingungsgleichungen 
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2s 6 t 0 a he t 0 
ad Pep? Tmo yoda pe? 1+q 
(1 D) iS L t 


pq 1+p? 1+@- 
Wenn nun die Koordinaten eines Flichenpunktes diesen 
beiden Gleichungen geniigen, so verschwinden fiir einen solehen 
Punkt die Koeffizienten der Differentialgleichung der Kriim- 
mungslinien (§ 21, Gl. 18a) einzeln, wie man leicht sieht. 
In einem Kreispunkt geniigt also jede Fortschreitungsrichtung 
dieser Differentialgleichung. Dies ist auch geometrisch leicht 
abzuleiten. Denn fiir einen Kreispunkt ist die Indikatrix 
ein Kreis, das Schmiegungsparaboloid ein Rotationsparaboloid, 
also wird die Normale des Kreispunktes von allen Nachbar- 
normalen getroffen, mithin muf jede Fortschreitungsrichtung 
der fiir die Hauptkriimmungsrichtungen aufgestellten Be- 
dingung geniigen. Um nun zu iibersehen, wie sich die 
Kriimmungslinien in einem Kreispunkt verhalten, beachte 


man, dai die Bestimmung von fe aus § 21, (18a) in diesem 


Falle auf die unbestimmte Form : fiihrt; um den wahren 


Wert zu erhalten, hat man nach der bekannten Regel Zahler 
; : 2 =< ie tasts 
und Nenner zu differenzieren; man erhalt dann fiir “2 eine 
Gleichung dritten Grades; es gehen also im allgemeinen durch 
einen Kreispunkt drei Kriimmungslinien. Ein naheres Ein- 
gehen auf diese speziellen Verhiltnisse wiirde zu weit fiihren. 


Es ‘sind nun alle Untersuchungen, die zuerst nur fiir 
eine spezielle Lage des Koordinatensystems und mit Hilfe 
des Schmiegungsparaboloids und der Indikatrix gefiihrt 
wurden, auf die allgemeine Flichenform F(x, y,2)=0 tiber- 
tragen. Die Hinfachheit der gefundenen Formeln beruht 
darauf, daB neben den Koordinaten 2, y, 2 nur die yon 
ihnen abhingigen Richtungskosinus a, b, ¢ und deren 
Ableitungen auftreten. Diese Darstellung erweist sich 
auch als besonders geeignet zur Herleitung der Formeln im 
Il. Band, Abschnitt I, fiir die GauSsche Parameterform der 
Flachengleichung. 
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§ 23. Konfokale Flichen zweiter Ordnung. Elliptische 
Koordinaten. 


Die bisherigen allgemeinen Untersuchungen sollen in 
den folgenden Paragraphen auf ein Beispiel, die Mittel- 
punktsflichen zweiter Ordnung, angewandt werden. Hierzu 
ist es Indes zweckmafig, einige Bemerkungen tiber kon- 


fokale Flachen und itiber elliptische Koordinaten 


vorauszuschicken. 
Wir betrachten eine Flaiche zweiter Ordnung mit der 
Gleichung 
42 y? 22 


! 

(1) ete!’ Pte ' 2418 
und setzen voraus, daf 
ist. a>b>e 

In (1) geben wir dem Parameter 3 alle méglichen 
Werte von —oo bis +00; wir erhalten so zu jedem Para- 
meterwerte eine Mittelpunktsflache zweiter Ordnung. Man 
nennt die Gesamtheit aller dieser Flachen ein konfokales 
Flachensystem, weil jede der drei Symmetralebenen der 
Flachen (hier die drei Koordinatenebenen) yon dem System (1) 
nach einer Schar konfokaler Kegelschnitte*) geschnitten 
wird. Wir untersuchen die Arten der Flaichen, die in (1) 


1=0 


enthalten sind und unterscheiden zu diesem Zwecke vier- 


Intervalle, in denen # liegen kann. 


1. Intervall; # liegt zwischen + oo und —e?, 

Die Nenner von 2?, y? und g? in (1) sind in diesem 
ganzen Intervall positiv, die drei Hauptachsen also alle reell. 
Alle Flachen des ersten Intervalls sind daher Ellipsoide. 
Nahert sich # mehr und mehr dem Wert —c?, so wird die 
in die Z-Achse fallende Hauptachse immer kleiner; die Ellip- 


soide werden also immer flacher und gehen fiir = —c? 
in den von der Ellipse 

od Yy? 
®) Pa Ya I SPRUE TE AY 


eingeschlossenen Teil der X Y-Ebene iiber; derselbe ist als ~ 


*) Vgl. S. S. VII. Simon, Analyt. Geom. d. Eb. § 48. 


a 
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degeneriertes Ellipsoid doppelt zu rechnen. Diese Ellipse 
heift die Fokalellipse. 


2. Intervall; # liegt zwischen —c? und —D?. 


Der Nenner von 2? ist jetzt negativ geworden, die in 
die ZAchse fallende Hauptachse also imaginar. Alle Flachen 
des zweiten Intervalls sind also einmantlige Hyperboloide 
mit der Z-Achse als imaginirer Hauptachse. Ist zunachst 
@ von —c? sehr wenig verschieden, so haben wir sehr platt- 
gedriickte Hyperboloide, die in der Grenze (# = —c?) mit 
dem auferhalb der Fokalellipse (2) liegenden Stiick der 
XY-Ebene zusammenfallen. Diese Ellipse bildet also den 
Ubergang von den Ellipsoiden zu den einmantligen Hyper- 
boloiden. Nahert sich # dem Wert —b?, so wird die in 
die Y-Achse fallende Hauptachse immer kleiner, die Hyper- 
boloide werden in dieser Richtung immer flacher und gehen 
schlieBlich in der Grenze in das yon der Hyperbel 

2 22 


(3) (La TOE 


begrenzte Sttick der X7Z-Ebene tiber, welches die Z-Achse 
enthalt; dasselbe ist wieder doppelt zu rechnen. Diese 
Hyperbel geht durch die Brennpunkte der Fokalellipse und 
heibt die Fokalhyperbel. 


e205 y=0 


3. Intervall; 3 liegt zwischen — 0? und —a?. 


Die Nenner yon y? und 2? sind negativ geworden; die 
beiden Hauptachsen, welche in die Y- und Z-Achse fallen, 
sind imaginiir. Alle Flaichen des dritten Interyalls sind 
zweimantlige Hyperboloide mit der X-Achse als reeller 
Achse. Ist zuniichst wieder # von — b? sehr wenig  ver- 
schieden, so haben wir den von der Fokalhyperbel (3) be- 
grenzten Teil der X Z-Ebene, welcher die ZAchse nicht ent- 
halt, als degeneriertes zweimantliges Hyperboloid aufzufassen. 
Kommt # immer naher an — @?, so riicken die Scheitel der 
Hyperboloide auf der X-Achse immer niher an den Koordinaten- 
ursprung, der der gemeinsame Mittelpunkt aller Flachen 
des Systems ist. SchlieBlich entarten die Hyperboloide fiir 
#—=—a? in die doppelt zu rechnende YZ-Ebene. 
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4, Intervall; ? liegt zwischen —a? und —o. 
Alle Flichen des vierten Intervalls sind imaginar. 


Durch jeden Raumpunkt (2, y,2) gehen nun drei Flachen! 
des Systems und zwar ein Ellipsoid, ein einmantliges Hyper- 
boloid und ein zweimantliges Hyperboloid. Gibt man nim- 
lich in (1) den Koordinaten zx, y, z irgend welche feste Werte, 
und bestimmt dann # aus (1), so ergibt sich eine kubische 
Gleichung fiir #. Diese hat drei reelle Wurzeln, von denen 
je eine im ersten, zweiten und dritten Intervall liegt. Man 
tiberzeugt sich hieryon leicht, wenn man die Bestimmungs- 
gleichung fiir 9 nach Potenzen von # ordnet, also in die 
Form bringt 

w+ AP+ BILC=0, 
wo A, B, C Funktionen von 4, y, 2; a, b?, c? sind. Setzt 
man in dieser Gleichung fiir # der Reihe nach die Werte 
I=— a, )=—b?, §—c?, d=co ein, so tritt mit jedem 
neuen Wert ein Wechsel des Vorzeichens der linken Seite 
ein, woraus folgt, daB zwischen je zweien dieser Werte eine 
Wurzel der Gleichung liegt. Bezeichnen wir mit 2 die 
Wurzel im ersten Intervall, mit « die im zweiten, mit » 
die im dritten, so stellen die Gleichungen 


x? y 22 
Los 1=0 
a?" Ben era a 
a? Yy? ze? 

4 1=0 
@) @tu! Pu’ e+ ‘ 
2? eee a Z i he ee 

ay | iy eeLg 


drei Flachen dar, von denen die erste ein Ellipsoid, die ~ 
zweite ein einmantliges, die dritte ein zweimantliges Hyper- 
boloid ist, und die alle drei durch den Punkt gehen, dessen 
Koordinaten die oben angenommenen festen Werte von 2, y, 2 
sind, und der mit P bezeichnet sei. 

Wir kénnen daher die Lage des Punktes P statt durch 
die gewéhnlichen rechtwinkligen Koordinaten 2, y,z ebensogut 
durch Angabe der Parameter A, uw, » der drei Flichen (4) 
des Systems bestimmen, welche durch den Punkt P gehen: 
man nennt dann die GréSen A, u, » die elliptischen Ko- 
ordinaten des Punktes P. Da 2d, uw, v bei gegebenem 
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x, y, 2 die Wurzeln der Gleichung (1) sind, so haben wir 
die Identitit 


x ~ 2 — @-DO—wO—»), 
@Lo'PLet ete ~~ @PNE+HCT9)! 


denn die linke, wie die rechte Seite verschwindet fir —2, 
0=u, d=yv, und der Koeffizient von # ist nach Multi- 
plikation mit (a? + #) (b? + 9) (c? +8) links wie rechts = — 1. 
Die Identitat (5), die fiir alle Werte von # gilt, benutzen 
wir nun dazu, x, y, 2 durch A, mw, v auszudriicken, indem wir 
mit (a? + #) (b? + 9) (ce? + 8) durchmultiplizieren und fiir # der 
Reihe nach die Werte }=—a?, }=— D2, J=— cc? ein- 
setzen. Wir erhalten so 


fe (a? +d) (a?+ uw) (a?+ 7) 
eG ANC 


_ CLDO+ OO +y 
ee oS E=AL=e@) 


ig (2? +4) (C? +») (C2? +7) 
(c? — a?) (c? — b?) 


Diese Gleichungen erhalt man auch durch Auflésen von 
(4) nach 2, y?, z. Jedem Wertetripel elliptischer Ko- 
ordinaten A, mw, v entspricht ein Wertetripel recht- 
winkliger Koordinaten «?, y?, 22. Die Gleichungen (6) 
zeigen, dai x, y, g nur dann reell werden, wenn die drei 
Gréfen A, uw, » in den oben angegebenen Interyallen liegen; 
und y sind daher stets negativ. 

Zu spiterer Benutzung fiigen wir noch einige fiir die 
Rechnung mit elliptischen Koordinaten wichtigen Rela- 
tionen bei. 


Durch Subtraktion der Gleichung (4) folgt 


hes fovea *» Serne a) et 
S eee LA) 


Hierbei gehen die einzelnen Glieder jeder dieser und 
der folgenden Summen aus dem ersten durch zyklische Ver- 
tauschung von 2, y, zg und a, b, ¢ hervor. 


(5) 


bd 


(7) 
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Dividiert man die Gleichungen (6) beziiglich durch 
(a? +2)”, (b?+-A)?, (c? +A)? und addiert, so erhilt man, wenn 
die Briiche rechts auf gemeinsamen Nenner gebracht werden 


(A— uw) (A— ) 
8 Gy Ness ; 
(8) De (a? + 2)(b? + A)(e? +2) 
sowie zwei analoge Gleichungen, die sich durch zyklische 
Vertauschung von A, w, » ergeben. Aus (8) folet weiter. 


Se (=n) (a—») 
@FPC+H CFDCTDEFH’ 


und aus (7) 


x? (a? +A) 
wip 2(a?+ ps) 


Durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen er- 
gibt sich 


ae y—ah 
(9) es +4?@+y) (244) (0?+A) (2 +4) ; 
Ebenso findet man 
u—A 
De 2+ 2 oT (a? +A) (b? +2) (2 +2)’ 
sowle die weiteren durch zyklische Vertauschung yon 4, 1, » 


aus (9) und (9a) hervorgehenden Gleichungen. 
Zieht man die Gleichungen (7) voneinander ab, so folgt 


(9a) 


4? 
10 == 
Oy > GiDe EOE) 

Wir bilden endlich noch das Linienelement ds des 
Raumes fiir elliptische Koordinaten. Zu diesem Zweck nehmen 
wir in (6) auf beiden Seiten den Logarithmus; durch ae 
renzieren folgt dann 


adh “du ady 


) 
ers OL ee pb paler 
p ydh yd ydy 
9 dy= | 
(11) dy feta oe ij ida 


jie zda Te edu gpl zdy 


e+h Cty Ce? 2 y 
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Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen folet 
unter Beriicksichtigung von (7) und (8) 


Z hd, di? (A — pw) (A — v) 
ee?) ne Dwi (b? +) (c? +A)’ 
wo die iibrigen Glieder der Summe durch zyklische Ver- 
tauschung von A, u, vy aus dem ersten hervorgehen. 
An die Gleichungen (7) kniipfen wir noch den Beweis 
eines wichtigen Satzes, naémlich 
Satz. Die durch (4) dargestellten konfokalen 
Flaichen zweiter Ordnung schneiden sich allent- 
halben rechtwinklig. 
Beweis. Es sei P(x, y, 2) irgend ein Punkt der Schnitt- 
kurve, etwa der beiden ersten Flichen, so verhalten sich 
“nach § 15, (20) die Richtungskosinus der Normalen der ersten 
Fliche wie 


Blan Ae terete 
PLA ara ed 


und die der zweiten Flache wie 


Ee et Si eae 
atu P+ e+ 

Nach Einl. (8) sagt daher die erste Gleichung (7) aus, dab 
diese beiden Normalen zueinander senkrecht sind, g. e. d. 
Drei Flachensysteme, die sich iiberall rechtwinklig schneiden, 
nennt man ein dreifach orthogonales System. Der 
obige Satz laft sich daher auch so formulieren: Die kon- 
fokalen Flaichen zweiter Ordnung bilden ein drei- 
fach orthogonales Flichensystem (ygl. Fig. 14.) 

Gibt man in (6) 2 einen konstanten Wert, etwa 2=0, 
wahrend yw und y veranderlich bleiben, so liegen die durch (6) 
dargestellten Punkte alle auf dem Ellipsoid 

my? 2 


@ pte 


Wir haben hier schon einen besonderen Fall der im 
I. Abschnitt des II. Bandes zu behandelnden, von GauB8 
eingefiihrten Form der Gleichung einer Flache, bei der die 
Koordinaten «, y, z eines Flichenpunktes ausgedriickt sind 
als Funktionen zweier verinderlichen Parameter jm und ». 
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La8t man in (6) auch w konstant, also nur » variabel, so 
beschreibt der Punkt w, y, 2 auf dem Ellipsoid eine Kurve. 
Aus dem oben bewiesenen Satz folgt nun, da die durch 
«=konst. und »=konst. dargestellten Kurvensysteme auf 


dem Ellipsoid sich itiberall rechtwinklig schneiden. Wir 
werden im folgenden Paragraphen sehen, da diese Kurven 
(Schnittkurven des Elipsoids mit den beiden Scharen von 
konfokalen Hyperboloiden) die Krimmungslinien des 
Ellipsoids sind. 


§ 24. Kriimmungslinien der konfokalen Flichen zweiter 
Ordnung. Die Sitze von Dupin und Joachimsthal. 


Die Entwicklungen des § 23 ftihren nunmehr zu fol- 
gendem 

Satz 1. Die Schnittkurve zweier Flichen eines 
konfokalen Systems zweiter Ordnung ist Kriim- 
mungslinie fiir beide Flaichen. 


Oder 

Die Flachen eines dreifach orthogonalen Systems 
zweiter Ordnung schneiden sich allenthalben nach 
Kriimmungslinien. 

Beweis. Wir betrachten die beiden Ilachen 

uy? y? 2 
a = ait Aa 

(1) PLAY Pa ae ae 


y? @ 


Qe 
Cru Peat 
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und beweisen, dafi die Schnittkurve von (1) und (2) Kriim- 
mungslinie von (1) ist. Aus § 21, (18) ergibt sich als Diffe- 
rentialgleichung der Kriimmungslinien von (1) 


@ Ax ae 
Ga a ey 
y AG ih 
®) Bd Wocdine sae, 
Bo dé - 
CPA eA e 


oder ausgerechnet 
(3a) edydz(b?* —c?) + ydzda(c?— a’) 4 edady (a2? —b’) =0. 
Fiir die Schnittkurve von (1) und (2) gelten nun die 


beiden Differentialgleichungen, welche durch Differenzieren 
von (1) und (2) folgen, naémlich 


ade ydy , 2dz 
Wend Mostra eteaa 
(4) pee eae 
dz , ydy | edz 


Hp OB eeu 
Daraus folgt nach Einleitung (15) 


(5) daar nh be+A4 c+) ; 
ae y zg 


a? + P+u ctu 

Setzt man aus (5) fiir dx, dy, dz die proportionalen 

Werte in die Differentialgleichung der Kriimmungslinien (3a) 

ein, so zeigt sich, dab diese befriedigt wird. Man erhalt 

namlich durch eine einfache Rechnung fiir die linke Seite 
den Ausdruck: 

acy e (a? — b?) (b? — c?) (c? — a?) 
@FDC HCH @HHDE+MDEC+H 


x 


San 
(a? +2) (a2 + w)’ 


der nach § 23, (7) = Null ist. Die Schnittkurve von (1) 
und (2) erfiillt also die Differentialgleichung der Kriimmungs- 
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linien, womit der Beweis erbracht ist. Ganz analog gestaltet 
sich der Beweis fiir die Schnittkurven der ersten und dritten 
Flache in § 23, (4). Wir haben also zunichst fir das 
Ellipsoid 

Satz 2. Die erste Schar von Kriimmungslinien 
eines Ellipsoids wird von den konfokalen einmant- 
ligen Hyperboloiden, die zweite Schar von den 
konfokalen zweimantligen Hyperboloiden ausge- 
schnitten (vgl. Fig. 14). 

Es sind also fiir die Ellipsoide (A = konst.) die Kurven 
yu =konst. und v = konst. die Kriimmungslinien; analoges gilt 
fiir die Hyperboloide. 

Die Kriimmungslinien sind Raumkurven yierter Ord- 
nung, welche sich indes auf die Symmetrieebenen des Flaichen- 
systems als Kegelschnitte projizieren, wie man leicht beweist. 

Der hiermit bewiesene Satz, dai die Flaichen des drei- 
fach orthogonalen Systems zweiter Ordnung sich in Kriim- 
mungslinien schneiden, ist ein spezieller Fall eines allge- 
meineren Satzes; derselbe lautet: 

Satz 3 (von Dupin). Wenn sich drei Flaichen- 
scharen tiberall orthogonal durchschneiden, so sind 
die Schnittkurven die Kriimmungslinien der Flichen. 

Beweis. Es mégen sich die drei Flachen 


F'(a,y, 2) =0, D(z,y,2)=0, V(a,y,2)=0 


iiberall rechtwinklig schneiden, und es sei P(w,y,z) ein allen 
dreien gemeinsamer Punkt. Die Bedingung der Orthogona- 
litét ist 


(6) F, ©, +F, ®, +P, ®,=0, 
(7) 2, ¥,+ 2, ¥,+ O,%,=0, 
® Vi F+Y,F,+YR =0. 


Dies ist also die Bedingung dafiir, daf sich die Flichen 
im Punkt P(#,y,2) rechtwinklig schneiden, Da indes je 
zwei dieser Flichen, z. B. F=0O und ®=0O, lings ihrer 
ganzen Schnittkurve aufeinander senkrecht stehen, so gilt 
die Gleichung (6) auch noch, wenn man auf dieser Schnitt- 
kurve zu einem Nachbarpunkt P’(«¢+dz, y+dy,2+dz) 


—— 
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weitergeht. Die Tangente dieser Schnittkurve fallt aber 
mit der Normalen der Fliche Y=0 zusammen, d. h. es ist 
(9) GD EOE CN jt NER EGS Uae 

Setzt man nun in (6) 7+dz, y+dy, z+daz statt 2, y, 2 
ein, so folgt unter Berticksichtigung von (6) und (9) 

[D, (Fuh + Fin % + Fis Ps) + ®, 1 + Fe % + Fs ¥5) 
+ Dy (By, V+ Fog V+ Fig ¥)) +E (DY + Dy + D5 %,) 
+ B( Do Py + Doo Yo + Gite) + Es (Ps, + Ps, Wo 
P33 Ps)| = 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die erste eckige Klam- 
mer in obiger Gleichung mit (@¥W); es ist dann offenbar 
_ (®P)=(¥). Verfihrt man nun mit (7) und (8) analog wie 
hier mit (6), so folgen die drei Gleichungen 
(10) (@¥)+ (FY) =0, (WF) + (®F)=0, (F®) + (WG) = 

Daneben ist 
Hy ACE Aa QI Sai 2 By ah 9 pel Ne Bi al 

Zieht man von der halben Summe der Gleichungen (10) 
jede einzelne ab, so folgt unter Beriicksichtigung von (11) 
(12) (F®) = (OY) =("F)= 

Aus (6), (7) und (®@¥)—0 folgt nun durch Elimination 
von @,, ®,, ®, 

VF, Fuh + FP + Fig%) 
ey HL GE, Pa Foe Pes Ba) = 
V, Fy (By ¥, + Fyp¥ + Fuy%) 
und hieraus nach (9) 
dx F, dF, 
dy FF, dF, \=0; 
dz F, dk; 

Dies ist aber nach § 21, (18) die Differentialgleichung 
der Kriimmungslinien fiir die Fliche /7=0. Es fallt also 
in dem Punkt P die Richtung der Schnittkurve der Flichen 
J =0 und =0 in eine Hauptkriimmungsrichtung der Fiche 
F’=(. Ebenso laft sich der Beweis fiir die beiden andern 
Flichen fiihren, womit der Satz yon Dupin bewiesen ist. 


= 


> 


Es 
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Mit dem Dupinschen Satz steht in Zusammenhang 
ein anderer, fiir die Kriimmungslinien geltender Satz, niim- 
lich der 

Satz 4. Ist die Schnittkurve zweier Flachen 
F=0 und 6=0 fir jede von beiden eine Kriim- 
mungslinie, so ist langs derselben der Winkel beider 
Flachen konstant. Umgekehrt: schneiden sich zwei 
Flachen allenthalben unter konstantem Winkel, und 
ist ihre Schnittkurve Kriimmungslinie fiir die eine 
Flache, so ist sie es auch fir die andere. 

Der Beweis folgt aus § 12, Satz 2, Zusatz. Liings der 
Schnittkurve bilden auf beiden Flachen die Normalen je 
eine abwickelbare Fiche. Die Riickkehrkanten derselben 
sind also Evoluten der Schnittkurve; die Flachennormalen 
beider Flachen in einem Punkt der Schnittkurve bilden 
also einen konstanten Winkel, und damit auch die Tan- 
gentialebenen beider Flichen. 

Beachtet man, daf in der Ebene und auf der Kugel 
jede Kurve eine Kriimmungslinie ist, weil auf diesen F lichen 
langs jeder Kurve die Normalen eine abwickelbare Flache 
bilden, so erhalt man als speziellen Fall des vorigen 
Satzes den 

Satz 5 (von Joachimsthal). Schneidet eine Ebene 
oder Kugel eine Flache tiberall unter konstantem 
Winkel, so ist die Schnittkurve eine Krimmungs- 
linie der Fliche. Umgekehrt: ist eine Kriimmungs- 
linie eben oder spharisch, so schneidet ihre Ebene 
oder Kugel die Flaiche iiberall unter konstantem 
Winkel. 

Daraus folgt z.B., dafi die Meridiane und Parallel- 


kreise einer Rotationsflache Kriimmungslinien derselben sind. 


§ 25. Geoditische Linien. Anwendung auf 
Rotationsflichen. 


AuBer den bisher betrachteten Kurvensystemen sind 
von besonderer Wichtigkeit die geoditischen Linien einer 
Flache, d. h. die Kurven, welche die kiirzeste Verbindung 
zweier Punkte auf der Fliche bilden. Dieselben wurden 
schon in Abschnitt I, § 10 bei den abwickelbaren Flaichen 
erwihnt, und es wurde dort eine charakteristische Eigenschaft 
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dieser Kurven hervorgehoben, niimlich daf ihre Schmiegungs- 
ebene stets auf der Tangentialebene der Flaiche senkrecht 
steht, also die Flaichennormale enthalt. Dieser Satz, der 
dort nur fiir den speziellen Fall der abwickelbaren Flachen 
bewiesen wurde, soll jetzt allgemein bewiesen werden. 

Es seien (s. Fig. 15) A PB drei aufeinanderfolgende Punkte 
einer geoditischen Linie, und zwar sei 4P= BP. Aus der 
Definition der geoditischen Linie folgt nun unmittelbar, dai 
von allen gleichschenkligen Dreiecken, deren Basis AB ist 
und deren Spitze auf der Flache liegt, das Dreieck APB 
die kleinsten Schenkel und darum auch 
die kleinste Hohe haben muf. Diese 
Dreiecke haben aber ihre Spitze alle 
auf einer Kurve CPE der Fliche, die 
sich als Schnitt der Mittellotebene zu 
AB und der Fliche ergibt. Diese Mittel- 
lotebene schneide AB in D, so da’ also 
PD die Hohe des Dreiecks APB ist. 
Nach dem oben gesagten muff nun P 
derjenige Punkt der Kurve CPE sein, 
der von D die kleinste Entfernung hat; 
d. h. PD steht auf der Tangente dieser 
Kurve senkrecht. PD geht nun aber 
auch durch den Mittelpunkt des dem 
Dreieck APB umbeschriebenen Kreises. 
In der Grenze ist daher PD Haupt- 
normale fiir die geodiitische Linie 4 PB 
im Punkt P (vgl. § 3 und 4) und steht 
daher auch auf der Tangente dieser Kurve 
in P senkrecht. Die Hauptnormale PD der geoditischen 
Linie steht also senkrecht auf zwei Flachentangenten durch 
P, und ist daher die Flichennormale fiir P. Die Schmie- 
gungsebene APB der geodiitischen Linie enthiilt also die 
Flachennormale PD. Wir haben also den 

Satz 1. In jedem Punkt P einer geodatischen 
Linie geht die Schmiegungsebene in P durch die 
Flachennormale in P. 

Oder 

Die Hauptnormale einer geoditischen Linie 
fallt in jedem Punkt mit der Flachennormalen zu- 
sammen. 


Kommerell, Theorie der Raumkuryen, I. 8 


Fig. 15. 
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Mit Hilfe dieses Satzes laft sich die Differentialgleichung 
der geodatischen Linien leicht aufstellen. Die Gleichungen 
der Flachennormalen sind nach § 15, (23) 

(1) (X—a):(Y—y):(Z—2)=a:b:e. 

Die Gleichung der Schmiegungsebene einer Kurve ist 

nach § 3, (6) 


Mie ax | 
(2) Y—y dy dy 
Lie ae | 


Die Bedingung dafiir, da die Normale in der Schmiegungs- 
ebene liegen soll, erhalten wir offenbar, wenn wir in (2) fiir 
X—x, Y—y, Z—z die proportionalen Werte a, b, ¢ in 
(2) einsetzen. Bezeichnen wir die linke Seite der resultierenden 
Gleichung mit N, so haben wir als Differentialgleichung 
der geodiatischen Linien 


==1(): 


a dx dx 
(3) N= 6 dy oy \—0- 
c dz dz 


Bemerkung. Die Bedingung (3), welche der analytische 
Ausdruck des Satzes 1 ist, ist notwendig. Ob dieselbe 
auch hinreichend ist, bleibt noch wnentschieden. Mit 
anderen Worten: es ist nicht gesagt, dai jede Linie auf der 
Flache, welche der Differentialgleichung (3) gentigt, zwei 
beliebige Punkte der Flaiche auf dem kiirzesten Wege 
auf der HFliiche verbindet. Nehmen wir z. B. einen Grof- 
kreis auf der Kugel, fiir den offenbar der Satz zutrifft, und 
zwei Punkte auf demselben, die nicht Endpunkte desselben 
Durchmessers sind, so ist allerdings der kleinere Kreisbogen 
zwischen den beiden Punkten ihre kiirzeste Verbindung 
auf der Fiche, der gréfere aber nicht. 

Analytisch laBt sich die Frage, ob bei einer geodiitischen 
Linie tatsichlich ein Minimum vorliegt, mit Hilfe der 
Variationsrechnung erledigen, die auch die Aufstellung der 
Differentialgleichung (3) ohne Benutzung des Satzes 1 er- 
moglicht.*) Wir gehen jedoch hierauf nicht weiter ein, sondern 


*) Ist PL@ die Linge der geodiitischen Linie zwischen den 
Flichenpunkten P und Q, PL, Q die Liinge einer ihr unendlich 
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nennen, die urspriingliche Definition erweiternd, jede 
Kurve auf der Flache eine geoditische Linie, deren 
Schmiegungsebene stets die Flaichennormale enthalt. 

Die Differentialgleichung (3) ist von der zweiten 
Ordnung, ihr Integral enthilt also zwei willkiirliche Kon- 
stanten; diese sind bestimmt, sobald ein Punkt der geoda- 
tischen Linie und ihre Richtung in diesem Punkt gegeben 
ist. Durch jeden Flaichenpunkt gehen also unendlich viele 
geoditischen Linien. 

Man kann der Differentialgleichung der geodiitischen 
Linien noch eine etwas andere Form geben, wenn man davon 
ausgeht, daB die Hauptnormale mit der Flichennormale 
zusammenfillt. Die Richtungskosinus der letzteren sind pro- 
portional mit J’,, F,, 1°;; die der ersteren nach § 4, (4) (wenn 

Poe anne tea die sBoarlanseuas dient) tate eee 
als Parameter die Bogenlinge s dient) mi FE PE RET 


Ist nun A ein Proportionalitatsfaktor, so folgt 


da dy d?z 


Man sieht unmittelbar, daB mit (3a) auch (3) be- 
friedigt ist. 

Historisch seien noch zwei aus Sitzen der Mechanik 
folgende Eigenschaften der geodiitischen Linien angefiihrt, 
namlich: 

Satz 2. Bewegt sich ein Punkt, auf den keine 
duberen Krafte wirken, auf einer Fliche, so be- 
schreibt er eine geoditische Linie. 

Ferner: 

Satz 3. Ein Fadenstiick, das auf einer Fliche 
ohne Reibung beweglich ist, legt sich, straff an- 
gespannt, in Form einer geoditischen Linie auf die 
Fliche. 

Wir leiten hier fiir spiiteren Gebrauch noch eine Be- 
ziehung zwischen den friiher (§ 20) definierten Differential- 
formen LL, M, ds? und der in diesem Paragraphen ein- 


benachbarten Linie der Fliche mit denselben Endpunkten, so gibt 
die Variationsrechnung PLQ@=PL,Q-+- unendlich kleines der 
zweiten Ordnung. Auf das Vorzeichen dieser letzteren GriBe 
(zweite Variation) kommt es an, ob ein Minimum vyorliegt oder nicht. 


g* 
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gefiihrten Determinante N ab. Multipliziert man namlich 
M und N, so folgt 

adadz| \a dz da Le SAG ae 
MN=(|b db dy|-\b dy dy|=|Xadx Sdadx Sdx? 

c de dz| \c dz dz Laka Sdak’« Sdxd*x 


Nun ist nach § 20 
2a? =1, Sada=—0, Jadx=—0, Sdadx—=—L, Sa@e=L, 
und nach § 15, (8) "Sdxda—dsd?s. Wir erhalten also 
(4) MN=—ds(Ld?s+dsXdad?x). 

Beispiel. Die geoditischen Linien der Rotations- 


flachen. 
Die Gleichung der Rotationsflaiche sei 


fe FF)=0 


und die Ableitung von f sei mit f’ bezeichnet. Dann sind 
nach (3a) die Differentialgleichungen der geodatischen Linien 


Ba Oy tae eT oie 4 
ds ds? “ds? 24 y? "yu? 4+ y? 
Daraus folgt 


da d?y 
ast” ds? ag = 


Dies ist offenbar die Differentialgleichung der Projektionen 
der geoditischen Linien auf die X Y-Ebene. Sie laft sich 
auch in der Form schreiben 


(5) © (wdy—ydo) =0. 


Fihrt man Polarkoordinaten ein, setzt also 
(6) L=reosp, y=rsing, 
so folgt aus (5) durch eine einfache Rechnung 


d se 
peers Vp RES) | 2S 
ds ( ds US 


VS ra ae 
(7) 1 = = konst.= 79. 


oder integriert 
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Diese Gleichung gestattet nach Clairaut eine einfache 
geometrische Deutung. Betrachten wir (vgl. Fig. 16) ein 
Element PP’ der geodiitischen Linie, und ziehen durch P 
den Parallelkreis (Mittelpunkt O) und durch P’ den Meridian, 
der den Parallelkreis in Q treffen mége, so ist PQP’ ein 
unendlich kleines, bei Q rechtwinkliges Dreieck. In dem- 
selben ist 

PQO=Tip,, Teds, 


also, wenn 4 PP’Q mit a bezeichnet wird 


ae =sina, 
woraus nach (7) folet 
(8) 7 sind —7 5. 


Der Winkel PP’Q=a, den die geoditische Linie mit 
dem Meridian des Punktes P’ bildet, ist nun bis auf eine 
unendlich kleine Gréfe da 
_ gleich dem Winkel der 
geoditischen Linie mit 
dem Meridian des Punk- 
tes P. Gleichung (8) ent- 
halt also den 

Satz 4 (von Clai- 
raut). Auf einer Rota- 
tionsfliche ist fir Fig. 16, 
jeden Punkt einer geo- 
ditischen Linie das Produkt aus dem Radius des 
Parallelkreises und dem Sinus des Neigungswinkels 
der geodiitischen Linie gegen den Meridian konstant. 

Wachst 7, so muf a abnehmen und umgekehrt, d. h. 
je gréfer in dem Gebiet, wo wir den Verlauf der geodiitischen 
Linie betrachten, die Parallelkreisradien sind, umso kleiner 
ist der Neigungswinkel der Linie gegen die entsprechenden 
Meridiane. Ist der Radius eines Parallelkreises kleiner als 
die Konstante 7, so kann die ihr entsprechende geodiitische 
Linie diesen Kreis nicht erreichen, da sina <1 sein mubB. 
Betrachten wir also eine Zone der Fliche, die von zwei 
gleichen Parallelkreisen mit dem Radius +; begrenzt ist, und 
in der alle iibrigen Parallelkreisradien > 7, sind, so verlauft 
die der Konstanten 7, entsprechende geoditische Linie, fiir 
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die also (7) oder (8) gilt, ganz in jener Zone zwischen den 
beiden Parallelkreisen und beriihrt dieselben. Aus (7) er- 
halt man durch eine zweite Integration die Gleichung der 
geodatischen Linie selbst. Die Gleichung der Flache war 


a=f(je+y), 
oder in Polarkoordinaten [vgl. (6)| 
(9) 2—f(r). 
Es ist nun: 
ds? = da? + dy? + dz4= dr? +redg? +f'(r)2dr? 


=rdg?+[1+f'(r)|dr?. 
Aus (7) folgt 
42 
as? = sd i 
To 
also eingesetzt 


(r*—15) = (1+f(r)] dr’, 
und ie 
(10) A i “0 Ve al =a dr+ 0. 
0 


Damit ist m als Funktion von r bestimmt, (10)’ist also 
die Gleichung der geoditischen Linie. Setzt man 


aus (7) den Wert von rye ha 


a ein, so ergibt sich fiir den 


Bogen s der geodatischen Linie 


(11) : [yt se 


Um das Verhalten der geodiitischen Linie an dem 
Parallelkreis r—1) kennen zu lernen, ist eine Untersuchung 
der Integrale (10) und (11) in dem singuléren Punkt r=r, 
erforderlich. Man findet nach den bekannten Regeln, dab 
die Integrale im allgemeinen auch fiir r=7) einen endlichen 
Wert besitzen, ausgenommen den Fall, dab f’(r) fir r=) 
unendlich wird, d. h. wenn 7) unter den Parallelkreisradien 
einen Minimalwert besitzt, also der Parallelkreis vr) selbst 
eine geodiitische Linie ist. In diesem Fall niihert sich die 


iat nt a 
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geodiitische Linie in unendlich vielen Windungen (p=x, 
s=oo) dem Parallelkreis rr) asymptotisch. 

Man erkennt dieses Verhalten am besten an den Bei- 
spielen des Rotationskegels und des Rotationshyperboloids, 
dessen Kehlkreisradius 1, ist. 


§ 26. Die geodatischen Linien der Mittelpunktsflichen 
zweiter Ordnung. 


Im vorigen Paragraphen wurde die kiirzeste Linie, welche 
zwei Punkte auf einer Fliche verbindet, als eine geoditische 
Linie bezeichnet. Fiir die Ebene sind die geodiitischen 
Linien lauter Geraden; es entsprechen also die geodiitischen 
Linien einer Fliche in gewissem Sinne den Geraden der 
Ebene. Besonders anschaulich tritt dies bei den Mittel- 
punktsflichen zweiter Ordnung zu Tage; es besteht némlich 
eine yollstindige Analogie zwischen den Brennstrahlen, 
die einen Punkt eines Kegelschnitts mit den Brenn- 
punkten verbinden, und den geoditischen Linien auf 
einer Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung, welche einen 
Punkt einer Kriimmungslinie mit zwei Kreispunkten 
der Fliche verbinden, derart, daf die fundamentalen Siitze, 
die fiir den ersten Fall gelten, sich direkt auf den zweiten 
libertragen lassen. 

Ehe wir auf die geoditischen Linien durch die Kreis- 
punkte niher eingehen, betrachten wir zunichst allgemein 
die geoditischen Linien der Mittelpunktsflichen zweiter 
Ordnung. 

Um die Differentialgleichung derselben aufzustellen, be- 
nutzen wir § 25, Gl. (4) und setzen die rechte Seite —0; 
wir erhalten so 


(1) Li@s+dsQ.dadx=0. 

Nach § 25, (4) ist dies zugleich die Differentialgleichung 
der Kriimmungslinien; die folgenden Entwicklungen gelten 
daher zunichst fiir beide Arten von Linien. Wir fihren 
nun in (1) statt a, b, ¢ die partiellen Ableitungen von F' (x,y, 2) 
nach a, y, 2 ein. 

Aus § 21, (13)—(16) folgt 


(2) —— 2 dadx=—V >, dF, dx. 


120 UL. Abschnitt. Flachen in der Form F(a, y, z) =O. 


Ferner 

(3) > dae=VOdF, @x+dV> F@e. 
Differenziert man § 21, (15), so folgt 
(4) DF. @2+QdF dx—0. 

Also ist 
(5) D> da@ax=V oud F,@ae—dVoudF de. 

Die Differentialgleichung (1) der geodatischen Linien 
léBt sich nun nach (2) und (5) in die Form bringen 

—@sVdF,dex+ds(VudF, @a—dV dF, da) =0 

oder nach Division mit 4 Vds dF, dz 


2D dF Px 2dV 2d 


(6) ; 
>. d F, dx J ds 
Diese Gleichung gilt fiir jede Flache F(a, y, 2) —0. Fir 
eine Mittelpunktsfliiche zweiter Ordnung gestattet sie sofort 
eine erste Integration; es ist nimlich fiir diesen Fall auch im 
ersten Glied der Zahler das Differential des Nenners, wie sich 
leicht zeigen lift. Die Gleichung einer solchen Fliche sei 


=0. 


4 a2 ¥? Z 
(7) F'(a,y,2)=4 (+ 54+5-1)=0 


(wo die Halbachsen a, b,c auch imaginar sein konnen). 
Es ist dann 


x uv] a 
Ey Rass F3= 2? 
1 2 y? g2 
(8) Vi ae ht ee ct? 
dx dy dz 
dF,=—,, dF,= ee dF,-— 


Daraus folgt 


a Dana aie a> -aDaKae. 


a- 
Nun folgt aus (6) durch Integration 


lg Sd Fda —lgV? —Igd?s=1gC, 
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Dd Fae 


a we Cds?, 


wo C eine willkirliche Konstante ist. Durch Einfihrung 
der Werte aus (8) folgt 


a2 gf a 1 er 1 (ey if (“)'|— 
(9) (+04 ce!) La? \ds Tap ds 1 @ ds Ge 


Dieses erste Integral erlaubt eine wichtige geometrische 
Deutung, die nach der zu Anfang gemachten Bemerkung 
sowohl fiir Kriimmungslinien wie fiir geodiitische Linien 
gilt. Zunichst ist V der Abstand der Tangentialebene des 
Punktes x,y,z vom Mittelpunkt der Fliche*). Wir setzen 


tg HL 07 \ea Naf fh 1 
dx dy \? dz\? 
a? (=) om b? (34) 2 ce (<5) D2 
abd , as , ae sind die Richtungskosinus der Kurventangente 
dSmidse as 
im Punkt 2, y, z, und D ist der Radius der Fliche, welcher 
dieser Tangente parallel Jiuft**). Gleichung (9) laBt sich 


also kurz 
(9a) V.D=konst. 


schreiben. Wir haben also den 

Satz 1 (von Joachimsthal), Bei jeder geoditi- 
schen Linie (und Kriimmungslinie) auf einer Mittel- 
punktsfliche zweiter Ordnung ist das Produkt aus 
der Entfernung des Mittelpunktes von der Tangen- 
tialebene in einem Punkt der Linie, und die Linge 
des Radius, der parallel der Tangente der Linie in 
demselben Punkt lauft, konstant. 

Die Integration der Gleichung (9) lift sich, wie Jacobi 
gezeigt hat, auf Quadraturen zuriickfiihren, wenn elliptische 
Koordinaten eingefiihrt werden. Wir fihren die Rech- 
nung fiir das Ellipsoid durch. Die Gleichung desselben 
in elliptischen Koordinaten (u,v) erhalten wir, wenn wir in 
§ 23, (6) 4=0 setzen. Aus § 23, (8) folgt dann 


*) Vgl.S.S. IX. Simon, Analytische Geometrie des Raumes I, 
§ 3, Aufg. 7. 
**) Vel. S. S. XXV. Simon, Analytische Geometrie des 


oder 
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i x? py 
(10) V2 D>) a* ae a? b2 Cc? y 
Setzen wir ferner zur Abkirzung 
(11) M = (@ + 4) (6? + p) (c+ 4), 
N= (a? + v)(6?+ r) (2? +7), 
dann folgt aus § 23, (12), da dA=0 ist, 
1 udu? ae 
9 Die vesk (a eee Me dee 
(12) ast— i (u—») (HEE 8 


fur 4 —=0;;di—0, 80 oes sich zunichst 


l 
1S = 10) ea ina (a? + mw)? Se ae goer 


au 
T58 dudy Sa 2 (a? + w) (a? + vy) 


Nun folgt aus § 23, (9) und (9a) durch zyklische Ver- 
tauschung fiir 1= 0 


aie eae oa a? Ns cn sh 
> eat) Rie 2 aiGiaaa: M 
Ferner verschwindet nach § 23, (10) fiir 2=0 das letzte 
Glied in (13); es ist also 


fms du? dv? 
a a ae (sn ami I 
Aus (9), (10), (12) und (14) folgt nun 


by dpery deena C udu? = vdy? 
eri een elem NT 


(13) 


Ersetzt man «?b?c?C durch eine neue Konstante ¢,, 
so folgt schlieBlich 


2 a ' alae 
(15) au Mge ede ale Pca 


Hier sind nun die Variabeln wu und y getrennt; durch 
eine Integration, welche auf hyperelliptische Integrale fihrt, 


et ai 
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erhilt man die Gleichung der geodatischen Linien auf 
dem Ellipsoid. 


Anmerkung. Higentlich sollte man, da ja (9) fiir geo- 
diitische wie fiir Kriimmungslinien gilt, in (15) als Integral auch 
die Kriimmungslinien erwarten; d. h. (15) sollte fiir «= konst. und 
vy =konst. befriedigt sein. Dies ist aber auch der Fall, und zwar 
sind die Kriimmungslinien singulire Integrale. In der Tat ist 
(15) fiir «= —c,, dwu=0 und ebenso fiir » = —c,, dy = 0 erfillt. 
Weiter unten (Satz 2) wird sich ergeben, daf alle geodiitischen 
Linien mit derselben Konstanten c¢, dieselbe Kriimmungslinie be- 
ruihren: die Kriimmungslinien erscheinen so als Enveloppen der 
geoditischen Linien. 


Um das durch (12) und (15) bestimmte Linienelement 
der geodiitischen Linien in eine geeignete Form zu bringen, 
bezeichnen wir die linke (und damit auch die rechte) Seite 


2 
von (15) mit o. Driickt man dann bait und we durch 0 


aus und setzt die gefundenen Werte in (12) a so folgt 
2ds=o(u—y), 


wottir man auch schreiben kann 


2ds=e(u+e)—o(v+G). 
Setzt man nun fiir 9 das eine Mal die linke, das andre 


Mal die rechte Seite von (15) ein, so erhilt man fiir das 
Linienelement der geodiitischen Linien 


| 
(16) 2ds ayers zap eta 
M N 
Dabei entsprechen sich die Zeichen in (15) und (16). 
Damit (16) einen reellen Wert fiir ds gibt, mu die willkir- 
liche Konstante ¢, zwischen bestimmten Grenzen liegen. Da 
und » nach § 23, S. 105 stets negative Gréfen sind, und da 
je zwischen — c? und — b?, y zwischen — b? und — a? liegt, 
so ist nach (11) M stets negativ, N stets positiv. Aus (16) 
folgt daher, dai ¢, eine positive GroBe und zwischen den 
absoluten Werten von mw und y liegen mu, d. h, es mui 


(17) Ot, 2c? 
sein oder —c, mu im Intervall von « oder dem von » 
liegen. 

Die Konstante c, hat eine einfache geometrische Be- 
deutung, die sich ergibt, wenn wir die Bedingung dafiir 
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is daB8 eine geoditische Linie die Kriimmungslinie 

=konst. beriihrt. In dem Berihrungspunkte muf offen- 
iia die Differentialgleichung (15) sich auf d= 0 reduzieren, 
d. h. es muB u+e, =O sein. 

Analoges gilt fiir die Beriihrung einer Kriimmungs- 
linie y=konst, Also 

Satz 2. Alle geodatischen Linien (15) mit dem- 
selben c, berithren ein und dieselbe Krimmungs- 
linie mit der Gleichung wte=—0 (bezw. »+¢,=0, 
wenn —¢, im Intervall von »y liegt). 

Da nun jede Kriimmungslinie aus zwei getrennten ge- 
schlossenen Kurven besteht, wie sich aus §§ 23 und 24 er- 
gibt, so ist jede geoditische Linie auf die von den beiden 
Zweigen der Kriimmungslinie umschlossene Ellipsoidzone 
beschrinkt. Auf dieser Zone winden sich die geoditischen 
Linien unendlich oft herum, ohne sich im allgemeinen zu 
schlieBen. Dabei beriihren sie stets beim Riickgang den be- 
treffenden Ast der Kriimmungslinie. 

Von besonderem Interesse sind die geoditischen 
Linien durch die Kreispunkte des Ellipsoids. Die 
Koordinaten derselben sind (vgl. § 28, Aufgabe 26) 


2 2 Se he 2 (h2 c2 
(18), aot AE 0 yee ae eee 
a? —c? —c 
oder nach § 23, (6) fiir 2=0 
u=v=— B?. 


Nach dem, was oben iiber die Konstante ¢, gesagt 
wurde, haben wir also in (15) und (16) ¢,=0? zu setzen 
und erhalten als Differentialgleichung der geodatischen Linien 
durch die Kreispunkte 


du yu dy 
Se ee el iNet 


Fir das Bogenelement dieser Linien folgt aus (16) 


29ds—d ff +d : : 
ads tu ate OV tne +) 


Aus den beiden letzten Gleichungen lassen sich einige 
wichtige Folgerungen ziehen. Zunichst folgt aus (19), daB 


(20) 
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durch jeden Punkt M (yu, v) zwei geoditische Linien gehen, 
von denen jede nach einem Kreispunkt fiihrt. Die beiden 
Kreispunkte seien K, und K, (vgl. Fig. 17), die beiden zu- 
gehérigen Verhiltnisse von du und dy seien du,:dy, und 
dpt,:dyv,. Es folgt nun aus (19) 


diy Ab 
-” dp ae dies 


Fig. 17. 


Fiir diese beiden geodiitischen Linien gilt nun der 

Satz 3 (von Chasles). Die geodiatischen Linien, 
welche einen Punkt des Ellipsoids mit zwei Kreis- 
punkten desselben verbinden, machen mit den 
Kriimmungslinien durch diesen Punkt gleiche 
Winkel. 

Der Beweis ergibt sich am einfachsten aus (9a). Die 
Konstante VD hat nimlich in M fiir beide geodiatische 
Linien denselben Wert, da die Tangentialebenen in K, und 
K, vom Mittelpunkt denselben Abstand haben und alle 
Radien des Ellipsoids parallel zu diesen Ebenen = 0 sind. 
Da in M weiter V fiir die beiden Linien denselben Wert 
hat, so miissen auch die Radien parallel mit den Tangenten 
der geodiitischen Linien in UM gleich lang sein. Zieht man 
nun durch den Mittelpunkt mit der Tangentialebene in M 
eine Parallelebene, so sind die Hauptachsen der ausge- 
schnittenen Ellipse mit den Tangenten der Kriimmungslinien 
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durch M parallel, da ja diese Ellipse mit der Indikatrix in 
M abniich ist und ahnlich liegt. Die beiden gleich langen 
Radien, die parallel zu den Tangenten der geoditischen 
Linien in M gezogen sind, bilden aber mit den Hauptachsen 
jener Ellipse gleiche Winkel, womit der Beweis erledigt: ist. 

Verbindet man nun M auch mit den beiden anderen 
Kreispunkten Ky und K3 (s. Fig. 17), so folgt aus dem eben 
bewiesenen Satz, daf MK; die geoditische Verlingerung 
von MK, und ebenso MK} die von MK, ist. Also 

Satz 4, Zieht man alle méglichen geoditischen 
Linien durch einen Kreispunkt, so miinden diese 
alle in den diametral gegeniiberliegenden. 

Zwei solche Kreispunkte spielen daher eine ahnliche 
Rolle, wie die Gegenpunkte einer Kugel: es sind zwischen 
zwei diametral gegeniiberliegenden Kreispunkten unendlich 
viele geoditische Linien méglich. Jede derselben verbindet 
aber die beiden Punkte nach der bekannten Eigenschaft 
der geoditischen Linie auf dem kiirzesten Wege. Dies ist 
aber nur méglich, wenn die Bogenlingen dieser geodatischen 
Linien alle gleich sind. Also 

Satz 5. Alle geodatischen Linien von einem 
Kreispunkt zum diametral gegeniiberliegenden sind 
gleich lang. 

Wir bestimmen endlich die Bogenlingen MK, und MK, 
der beiden geoditischen Linien von M nach K, und Ky, 
indem wir die beiden aus (20) sich ergebenden Werte von 
ds integrieren. Die unteren Grenzen sind: w=, v=», 


die oberen «= —b?, »=—b?. Wir erhalten so 
— 12 732 
=4 
wi-fi eckeca te Vesorm 


ere = 92 


des ers flare oFm de 


Durch Addition folgt 


a 52 


29 ME, += (6p) 
me pb [Vers (? +H) 
le 
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Diese Gleichung zeigt, daB die Summe der beiden Ent- 
fernungen nur von mu abhingt, d. h. langs der Kriimmungs- 
linie «= konst. sich nicht indert. Bezeichnet also M’ einen 
zweiten Punkt dieser Kriimmungslinie, so ist 


MK, + MK, = WK, + WK. 
Nach Satz 5 ist aber auch 
MK,+ MEj= WK, 4+ WK. 
Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt 


UK, — MK = WK, — WK, 


d. h. fir alle Punkte der obigen Kriimmungslinie ist die 
Differenz der Entfernungen von den beiden Kreispunkten 
kK, und Kj konstant. Analog lift sich der Beweis fiir eine 
Krimmungslinie »=konst. fiihren. Wir haben also 


Satz 6. Fir alle Punkte derselben Krimmungs- 
linie ist die Summe bezw. Differenz der geo- 
ditischen Entfernungen von zwei Kreispunkten kon- 
stant, je nachdem die beiden Kreispunkte von 
der Kriimmungslinie eingeschlossen oder getrennt 
werden. 

Die Sitze 3 und 6 zeigen die vollstindige Analogie 
der Kriimmungslinien des dreiachsigen Ellipsoids mit den 
konfokalen Kegelschnitten der Ebene, wobei den Brenn- 
punkten die Kreispunkte, den Verbindungslinien der Brenn- 
punkte mit einem Kurvenpunkte die geoditischen Linien 
durch die Kreispunkte entsprechen, welche nach demselben 
Punkte des Ellipsoids gehen. Man bezeichnet daher auch 
die Kriimmungslinien des Ellipsoids als geodiitische Ellipsen 
und Hyperbeln. Diese Analogie lat sich noch weiter- 
fiihren; z. B. schneiden sich die Kriimmungslinien des Ellip- 
soids nach §§ 23 und 24 iiberall rechtwinklig, wie die kon- 
fokalen Kegelschnitte. Insbesondere lassen sich nach Satz 6 
die Kriimmungslinien des Ellipsoids mit Hilfe eines in den 
Kreispunkten befestigten, iiber die Fliche gespannten Fadens 
in ganz derselben Weise mechanisch konstruieren, wie die 
Ellipse in der Ebene. 
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§ 27. Die allgemeine Flichenkurve. 


In den friiheren Paragraphen wurden die besonderen 
Flachenkurven, wie Kriimmungslinien, Asymptotenlinien, 
geodiitische Linien betrachtet. Wir kommen nun zur Unter- 
suchung der allgemeinen Flachenkurve. Eine solche ist 
analytisch bestimmt, wenn neben der Flachengleichung 
F'(z,y,2)=0 noch eine zweite D(x,y,z)=O0 gegeben ist, 
die aus der ersten die Flaichenkurve ausschneidet. Es ist 
dann auch (vgl. § 2, Gl. (18)) die Fortschreitungsrichtung 
dx:dy:dz in jedem Pankte der Kurve bekannt, und es 
lassen sich, wie in Abschnitt I gezeigt wurde, die wichtig- 
sten Elemente der allgemeinen Flachenkurve aufstellen, nam- 
lich der Kriimmungsradius 7, der Torsionsradius @ 
und der Winkel H, den die Hauptnormale der Flachen- 
kurve mit der Flachennormalen bildet. 

Fiir die Untersuchung der besonderen Flachenkurven 
waren nun vier Differentialformen von Wichtigkeit (vgl. § 21 
und 25), namlich 


(1) ds? = dx? + dy? + dz?, 
(2) L=ad@a+ bd’y+ed@z=— dadz+dbdy+decdz, 
a da dx 
(3) M=j|b db dy|, 
¢ de dz 


ad« dx 
(4) N=|6b dy dy 
c dz dz 


wo die Gleichungen ds? =0, D=0, M=0, N=0 die Diffe- 
rentialgleichungen der Minimallinien (vgl. § 13), Asymp- 
totenlinien, Kriimmungslinien, geodatischen Linien sind. Es 
wird sich nun zeigen, daf die oben genannten Elemente 
auch fiir die allgemeinen [lachenkurven sich in sehr ein- 
facher Weise durch diese vier Ausdriicke darstellen lassen. 

Zu diesem Zwecke sind einige Relationen erforderlich, die 
zum Teil schon friither abgeleitet wurden. Es ist nach § 20, (14) 


(5) M =ds'dss—L’, 


wo dso= da’ + db’+ dé das Linienelement der spharischen 
Abbildung war. 


? 


EEE 
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Nach § 25, (4) ist weiter 


(6) MN=—ds(Ld?s+dsXdad*x), 
nach § 20, (2), (3), (6) 
(7) Se=1; Ladv=0, Sada—O0. 
Hierzu tritt noch die Gleichung 
da dx d?x 
(8) LM=|db dy dy}, 
de dz dz 


die noch zu beweisen ist. 
Aus (5) folgt nach Einleitung (14) 


2 |de dz|? da da 
da dx db dy 


Aus den beiden letzten Gleichungen (7) folgt nach Ein- 
leitung (15), bezw. (16) 


2 


(9 = 


1.,_.|@@ db | 
(10) 3016 = ae ey de|’ 
Aus (9) und (10) ergibt sich 
db dy de dz da dx 
Saag ia Me cara  |da az)’ ~ [db dy| 


Multipliziert man die drei Gleichungen (11) beziiglich 
mit d?x, dy, d?z und addiert, so ergibt sich die Relation (8). 

Wir bezeichnen zur Bestimmung von r, 9 und H die 
Richtungskosinus der Tangente, Hauptnormale und Binor- 
male wie im I. Abschnitt durch a, f, y; 1, m, n; 4, mw, »v. 
Dann ist, da a, b, ¢ die Richtungskosinus der Flachen- 
-normalen sind, nach § 4, (4) 


cos H=al+bm-+-en— >)o (as a — dx as), 


also nach (7) und (2) 


(12) cos HT L 


r as?’ 


wie schon in § 22, (1) gefunden war. 


Kommerell, Theorie der Raumkurven, I, 9 
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Ferner ist der Winkel zwischen der Flachennormalen 
und der Binormalen offenbar das Komplement zu H, also 
nach § 4, (3) 


if a dx dx 
sin T=ai+bu+erv=—\b dy dy}, 
ds? ; 
e dz dz 
oder nach (4) 
sin aN; 
(13) reas 


Lést man (12) und (13) nach H und r auf, so hat man 
fir den Winkel H der Flachennormale gegen die Haupt- 
normale und fiir den Kriimmungsradius 7 die Gleichungen 


N 
(14) CH ea ae 
1 N24 L2ds? 
(i) 2 ds® j 


Die Gleichungen (8), (12) und (13) enthalten einige be- 
merkenswerte Satze, die zum Teil schon friher herge- 
leitet wurden: 

Aus (13) folgt, da’ fir N=0O auch H—0 wird, d. h. 

Fiir eine geodatische Linie fallt die Hauptnor- 
male stets mit der Flachennormalen zusammen. 

Aus (12) ergibt sich, wenn H—0 gesetzt wird, fiir den 
Kriimmungsradius F eines Normalschnittes der schon in 
§ 22, (2) hergeleitete Wert — . 

Ist fiir eine Kurve NV und L gleichzeitig =0, d. h. ist 
sie geodatische Linie und Asymptotenlinie zugleich, 


so folgt aus (15) *—0, d.h. die Kurve ist eine Gerade, 


Legt man durch eine Asymptotenrichtung in dem 
Flichenpunkte eine Schnittebene, so ist fiir die 
Schnittkurve in dem betreffenden Punkte L=—0. Wenn 
also die Schnittebene nicht mit der Tangentialebene zu- ~ 


sammenfiallt, d. h. wenn H nicht =~ ist, so folet aus (12) 


2 
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fir die Schnittkurve “0, d. h. sie hat in dem be- 


treffenden Punkt einen Wendepunkt. 
Fiir eine Asymptotenlinie, die nicht eine Gerade ist, 


fiir die also : nicht =O ist, folgt aus (12) H -5 d. h. 


Die Schmiegungsebene einer Asymptotenlinie 
fallt mit der Tangentialebene zusammen. 

Fir den Kriimmungsradius der Asymptotenlinie ergibt 
: 1 
sich aus (15) Soha 

Um den Torsionsradius 9 zu bestimmen, diffe- 
renzieren wir die Gleichung 

sin H=ai-+bu-+er 
und erhalten : 
cos Hd H= Sadi+-Sida 

und hieraus nach § 6, (8) und (4) 
da dx d?« 
db dy d?y|. 
de dz @z 


cos Hd H oe Me 
0 ds? 


Nach (8) und (12) folgt 
dscosH  McosH 
a asian 


cos Hd H 


Also schlieBlich 
a Giak M 


a er ey 


Aus (17) folgt: Ist eine Flachenkurve zugleich 
Kriimmungslinie (M=0) und geodiatische Linie 


S 


(H=0), so ist sie eine ebene Kurve (+0). Auch 


leitet man aus (17) leicht den Satz 5 des § 24 ab, 

Auer den bisher betrachteten Gréfen sind fiir die 
Flachenkurven noch zwei weitere von Wichtigkeit, namlich 
die geodatische Kriimmung und die geodiatische 
Torsion. 

Die Definition der geodiitischen Kriimmung ist folgende: 
denkt man sich in einem Punkt P der Flaichenkurve (vgl. 

Q* 
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Fig. 18) die beriihrende geoditische Linie gezogen, so hat 
diese das Linienelement PP’ des Punktes P mit der Flachen- 
kurve gemeinsam, dagegen wird das niichstfolgende Element 
P’ P” der Kurve mit dem folgenden P’ P,” der geodatischen 
Linie nicht mehr zusammenfallen, sondern einen unendlich 
kleinen Winkel bilden. Dieser Winkel, der mit dw be- 
zeichnet sei, gibt dann offenbar ein Maf fiir die Abweichung 
der Kurve von der beriithrenden geoditischen Linie, ebenso 
wie der Kontingenzwinkel dt (vgl. § 3) ein Ma8 fiir die 
Abweichung der Kurve von der beriihrenden Geraden gibt. 
Der Winkel dw heift deshalb der geodatische Kon- 
tingenzwinkel. Wie nun die gewodhnliche Kriimmung 


iP. Fig. 18. 


: einer Kurve mittels des Kontingenzwinkels dt bestimmt ist 
tes die Gleichung 
1 dt 


so definieren wir mit Hilfe des geoditischen eae 


winkels dw die geodatische Kriimmung = - durch die 


Gleichung 
1 dw 
(19) qi et 
Zur Berechnung dieser Gréfe denken wir uns durch 
den Punkt P” eine Ebene senkrecht PP’ gelegt, welche die 


geoditische Linie in PY, die Verlingerung von PP’ in Q 


schneidet; dann ist 


(20) Lx PY PP” =dw, He QP’ P’= dt. 


er 
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Bezeichnen wir noch den Kontingenzwinkel Q P’ P? der 
geodatischen Linie mit dt, (derselbe ist natiirlich nicht zu 
verwechseln mit dem geoditischen Kontingenzwinkel dw), 
die Strecke PP’ mit ds, so ist bis auf unendlich kleine 
Gréfen héherer Ordnung 

TE) 0c ea eee = Si 
PY P=. dws) EQ = asitlts5 Lf Q2=dsidljs 
und nach (18) und (19) 


ds ds 
(22) ae —> Veen 


(21) 


Bedeutet R, wie friiher (vgl. § 18), den Kriimmungs- 
radius des zu PP’ gehérigen Normalschnitts, oder, was das- 
selbe ist, den Kriimmungsradius der geodatischen Linie, so 
ist (vgl. § 18, Gl. (15)) 

dt, 1 cosil 
ds Rk hae 
Da endlich die Ebene PP’P” die Schmiegungsebene 
der Flachenkurve, PP’ PY die der beriithrenden geoditischen 
Linie, oder nach § 25, S. 113, eine Normalebene der Flache 
ist, und da “ P/Q P” nach obiger Konstruktion den Winkel 
dieser beiden Ebenen darstellt, so ist 
(24) VN EAA GTN Mh 
In dem Dreieck P” P/Q ist nun 
PEPPY = PO PLO 2 FO ..P7@ cos. 
Nach (21) bis (23) ist nun 


2 2 2 2 
(25) Ppa, erga, Prg=" _ds cos H 


(23) 


ye 
Setzt man diese Werte in (24) ein, so folgt 
ds‘ as( cos? H 2 cos? A ds*+ sin? H 


} 
r2 


9 ? 


Pe Te ee 
also nach (13) 


(26) ee GEE ae 
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Aus (26) in Verbindung mit (18) und (19) folgt 
(27) dw = dtsin H. 
Da -—H der Winkel ist, den die Schmiegungsebene 


der Flichenkurve mit der Tangentialebene der Fliache bildet, 
so ist der geoditische Kontingenzwinkel nach (27) die 
Projektion des gewdhnlichen Kontingenzwinkels auf die 
Tangentialebene. Daraus folgt, daB die geoditische 
Kriimmung auch definiert werden kann als die Kriimmung 
der auf die Tangentialebene des betr. Punktes pro- 
jizierten Flachenkurve, oder kurz als die Projektion 
der gewohnlichen Kriimmung auf die Tangential- 
ebene. Die geoditische Kriimmung heiSt deshalb auch 
tangentiale Kriimmung; im Gegensatz dazu _be- 


Hi 
zeichnet man die Gréfe = = see als normale Krimmung; 
: heiBt dann wohl auch die absolute Kriimmung. 


Da N=0 die Differentialgleichung der geoditischen 
Linie ist, folgt: Eine geoditische Linie hat tberall 
die geodatische Kriimmung Null. 


Bemerkung. Die geoditische Kriimmung ist besonders 
deshalb von Wichtigkeit, weil sie sich bei einer Biegung der 
Fliche ohne Faltung und Dehnung, die in Band II, § 11 aus- 
fiihrlich behandelt wird, nicht indert (Minding). Denn da 
bei einer solechen Verbiegung offenbar alle Winkel und Strecken 
auf der Fliche ungeindert bleiben, so bleibt zuniichst einmal eine 
geodiitische Linie (als kiirzeste Verbindung zweier Punkte) bei 
jeder Verbindung eine geoditische Linie, dw und ds bleiben aber 
auch erhalten, und wir haben so den Satz 

Die geoditische Kriimmung einer Flichenkurve 
bleibt bei einer Verbiegung der Fliche ungeindert. 

Da die geoditischen Linien einer abwickelbaren Fliche 
bei Abwicklung der Fliche in eine Ebene in Geraden iibergehen, 
und die geoditische Kriimmung einer Kurve auf der abwickelbaren 
Fliche sich nicht indert, so folgt, daB die geoditische Kriimmung 
dieser Kurve mit der Kriimmung der ebenen Kurve zusammen- 
fillt, in welche sie bei der Abwicklung tibergeht. 


‘ Pp ue ae a 
Unter der geodatischen Torsion = einer Flichen-_ 


@ 
kurve in einem Punkt P versteht man die Torsion der geo- 
diitischen Linie, welche mit jener Kurve das Bogenelement 
in P gemein hat oder die Kurye in P berihrt. Die geo- 


Pg a ee ee ee 


ae 
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ditische Torsion der: Kurve PP’ P” (s. Fig. 18) ist also 
gleich der Torsion der geodiitischen Linie PP’PY. Da nun 
fir letztere H den konstanten Wert Null hat, folgt aus (17) 


fiir die geoditische Torsion | 


iM 
Oo ds 

Aus (28) folgt, dai die geoditische Torsion der 

Kriimmungslinien in jedem Punkt gleich Null ist. 


(28) 


ric Spuabeet | 
Im Gegensatz zur geoditischen Torsion = nennt man 


, : Sukh : e 
die gewohnliche Torsion — auch die absolute Torsion. 
O 


Anmerkung. Um Mifverstiindnisse zu vermeiden, sei darauf 
hingewiesen, daf in den Bezeichnungen ,,geodiitische Kriimmung“ 
und ,geodiitische Torsion“ das Beiwort ,geoditisch“ in verschie- 
denem Sinn gebraucht ist. Die geoditische Kriimmung ist nicht 
etwa, analog der geodiitischen Torsion, die Kriimmung der be- 
rtihrenden geodiitischen Linie. Letztere ist vielmehr die oben als 
ynormale Kriimmung* bezeichnete Gréfe. 


§ 28. Ubungsaufgaben zu Abschnitt II. 


1. Ein Kreis rotiere um eine ihn nicht schneidende 
Gerade (Z-Achse). Man stelle die Gleichung der entstehenden 
Ringfliiche, sowie die Gleichungen der Tangentialebene und 
Normale in einem beliebigen Punkt derselben auf (15, 16). 

2. Man stelle fiir diese Ringfliiche die Gleichung des 
Schmiegungsparaboloids und der Indikatrix auf: 

a) in einem Punkt des innersten Parallelkreises, 

b) in einem Punkt des duSersten Parallelkreises, 

ec) in einem Punkt des obersten Parallelkreises. 

Man schneide die Ringfliiche in allen drei Fallen mit 
der Tangentialebene des betreffenden Punktes und unter- 
suche die Schnittkurve; insbesondere bestimme man die 
Tangenten im Beriihrpunkt (15, 16). 

Anleitung. Man stelle zuerst die in § 16 angenommene 
spezielle Lage des Koordinatensystems her. 

3. Fiir die Fliache 
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(Sehercksche Minimalfliche) im Koordinatenursprung 
Schmiegungsparaboloid, Indikatrix und Hauptkriimmungs- 
radien zu bestimmen (16, 17, 18). 

A. Kine kubische Parabel rotiert um eine Parallele zu 
ihrer Wendetangente. Fiir einen Punkt des vom Wende- 
punkt beschriebenen Parallelkreises Schmiegungsparaboloid 
und Indikatrix aufzustellen (16, 17). (Vgl. Anleitung zu 
Aufgabe 2.) 

5. Zu beweisen: Fiir zwei konjugierte Richtungen ist 
die Summe der Kriimmungsradien der zugehérigen Normal- 
schnitte konstant, naimlich gleich der Summe der Haupt- 
krtimmungsradien (18). 

6. Zu beweisen: Sind & und RK’ die Kriimmungsradien 
zweier aufeinander senkrechten Normalschnitte, so ist 


diya 1 pare i 
ie) RR Tein 
7. Man zeige, dai jede ebene Schnittkurve, welche eine 
Asymptotenlinie beriihrt, im Beriihrpunkt einen Wendepunkt 
hat (18, 27). 
8. Man driicke den Winkel wy der Asymptotenlinien 
durch die Hauptkriimmungsradien aus. 


1s ova). 
i (er) =| 


9. Mit Hilfe des Satzes von Meusnier zeige man, dafi 
in einem Punkt einer Rotationsfliche der eine Haupt- 
kriimmungsradius gleich dem Stiick der Normalen zwischen 
Rotationsachse und Flachenpunkt ist. (Der andere ist gleich 
dem Kriimmungsradius des Meridians.) (18) 

10. Mit Hilfe des Satzes von Euler suche man den 
Kriimmungsradius einer Schraubenlinie. (Die Schmiegungs- 
ebene derselben ist Normalebene des Cylinders.) (18) 

11. Man berechne den Winkel zwischen zwei konjugierten 
Richtungen (18).- 

12. Welches ist die Bedingung dafiir, daf die Asymptoten- 
richtungen aufeinander senkrecht stehen? Was fiir eine Kurve 
ist in diesem Fall die Indikatrix und welche Relation besteht . 
zwischen den Hauptkriimmungsradien? (17, 18) 

13. Man bestimme den Winkel der Flichennormalen in . 
einem Punkt der Indikatrix mit der ¢-Achse, sowie die , 
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kiirzeste Entfernung beider und den FufSpunkt derselben; 
man untersuche den Zusammenhang dieser Elemente mit den 
Kriimmungsyerhiltnissen (17, 18). 

14. Man leite die Formeln des § 21 aus den Resultaten 
der Aufgabe 13 her (20, 21). 

15. Man bestimme das sphirische Bild eines beliebigen 
Punktes der Indikatrix und beweise mit Hilfe der gefundenen 
Resultate folgende Siatze: 

a) Die Hauptkriimmungsrichtungen sind ihren sphiirischen 
Bildern parallel. 

b) Die Asymptotenrichtungen stehen auf ihren spharischen 
Bildern senkrecht. 

ce) Das spharische Bild einer von zwei konjugierten Rich- 
tungen steht auf der andern senkrecht (20). (Anleitung: 
Fihre in der 7-Ebene Polarkoordinaten ein.) 

16. Man leite die Formeln des § 21 aus den Resultaten 
der Aufgabe 15 her (20, 21). 

17. Man beweise den Satz: 

Der Kriimmungsradius des Normalschnitts durch ein 
beliebiges Linienelement ist gleich dem negativen Verhiltnis 
dieses Linienelements zu der Projektion seines sphiirischen 
Bildes auf die Richtung des Linienelements selbst (20, 22). 

18. Man leite te dem Satz in Aufgabe 17 die 
Gleichung (2) in § 22 ab (20). 

19. Man berechne die Fliche des sphirischen Bildes 
der Indikatrix und zeige, daf deren Verhiiltnis zur Flache der 
Indikatrix selbst gleich dem Kriimmungsmaf der Fliche ist 
(20) (vgl. § 22, Satz 3). 

20. Man lasse lings der kubischen Parabel (z= — y?*; 
x=0) den Scheitel der Parabel (¢=axz?; y=0) hingleiten; 
man bestimme die Gleichung der entstehenden Fliche, die 
Asymptotenlinien sowie die parabolische Kurve (21, 22). 

21. Man integriere die Differentialgleichung der Asymp- 
totenlinien fiir eine Rotationsfliche (Polarkoordinaten). An- 
wendung auf das einmantlige Rotationshyperboloid (21). 

22. Man bestimme die Kriimmungslinien und Asymptoten- 
linien der beiden Paraboloide (21). 

23. Beweis des Satzes: Liegt eine Gerade ganz auf 
einer Flache, so ist sie eine Asymptotenlinie derselben (21). 

24. Man bestimme fiir eine beliebige Fliche das zu 

=konst. konjugierte Kurvensystem (21). 
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25. Man zeige, da die parabolische Kurve (ri = s?) ent- 
weder der Ort der Spitzen oder die Enveloppe der Asymp- 
totenlinien ist (22). 

26. Man zeige, dab die Kreispunkte des dreiachsigen 
Ellipsoids (22) die Koordinaten haben: 


pues we (a ial b*) : 
(a2—e? 
y?=0, 
2(h2 __ p2 
Nee (b c?) 
(a? — ¢?) 


27. Man bestimme die Rotationsfliche, deren mittlere 
Kriimmung konstant = 0 ist (22, oder nach Aufgabe 9). 

28. Man bestimme die Rotationsflaiche mit konstantem 
negativen Kriimmungsmai (wie Aufgabe 27). 

29. Man bestimme die Rotationsfliche, fiir welche das 


Verhialtnis der Hauptkriimmungsradien ssi ist (wie Auf- 
gabe 27). 2 

30. Man bestimme die Kreispunkte der Flichexyz=a'(22). 

31. Man bestimme auf dem Ellipsoid die Kurven, lings 
welcher das Kriimmungsmaf konstant ist, und zeige, da fiir 
alle Punkte einer solchen Kurve der Abstand der Tangential- 
ebene vom Mittelpunkt konstant ist (22). 

32. Man untersuche, ob in der Fliche 

(a2 + y?-+ 22)? =4 a? (a? + y?) 
ein Kreispunkt enthalten ist (Salmon). (22) 

33. Man bestimme den geometrischen Ort der Kreis- 
punkte einer Schar von konfokalen zweimantligen Hyper- 
boloiden (22, 23). 

34. Man beweise den Satz von Chasles: Die Tangenten 
einer geodatischen Linie eines Ellipsoids beriihren alle ein 
konfokales Hyperboloid. (Mit Hilfe dieses Satzes kann 
man die geodiitischen Linien eines Ellipsoids mechanisch 
durch einen Faden, der sich auf das Ellipsoid aufwickelt 
und dessen freies Ende stets das Hyperboloid berihrt, her- 
stellen.) (26) 

35. Man beweise, daf 


M? =hLds? — L? — kds* 
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ist, wo h die mittlere Kriimmung, / das Kriimmungsma 
bedeutet (27). 
36. Mit Hilfe von 35 beweise man die beiden Siitze: 
a) Fir eine geoditische Linie ist das Quadrat der 
Torsion gleich dem Produkt aus den Differenzen ihrer 
Krimmung gegen die beiden Hauptkriimmungen in dem 
betreffenden Punkte 


ces 
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b) Das Quadrat der Torsion einer Asymptotenlinie ist 
gleich dem negativen Kriimmungsmaf (Enneper) (27). 

37. Der Radius der geoditischen Kriimmung eines 
Parallelkreises auf einer Rotationsfliche ist gleich dem Stiick 
der Meridiantangente zwischen dem Beriihrungspunkt und 
der Drehachse (27). 

38. Fiir eine Asymptotenlinie ist die absolute Kriimmung 
gleich der geoditischen Kriimmung und ebenso die absolute 
Torsion gleich der geoditischen Torsion. 

39. Ist eine Flachenkurve zugleich Kriimmungslinie und 
Asymptotenlinie, so ist die Kurve eben und lings derselben 
das Kriimmungsma8 gleich Null; die Kurve gehért daher 
der parabolischen Kurve der Flaiche an (27). 

40. Jede ebene geodiitische Linie ist eine Kriimmungs- 
linie (27). 

A1. Ist jede ebene Kriimmungslinie auch eine geodatische 
Linie? (Nein, vgl. die Parallelkreise einer Rotationsfliche) (27). 
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[Pathematische PpPyussestunden. 


Eine Sammlung 


von 


Geduldspielen, Kunststiicken und 


Unterhaltungsaufgaben 
mathematischer Natur, 
Von 
Dr. Hermann Schubert, 
Professor an der Gelehrtenscnule des Johanneums zu Hamburg. 
Grosse Ausg. in 3 Bdn. & Mk. 4.— gebd. Kleine Ausg. gebd. Mk. 5.— 


Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng wissenschaft- 
liches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser allerhand Gedanken itiber 
Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathematik in Beriihrung stehen und mit denen 
sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Mussestunden beschaftigt. Ks sind un- 
gezwungene kritisch-historische Betrachtungen und unterhaltende Plaudereien iiber 
alle méglichen Probleme und Kunststiicke, die in einer auch dem Laien leicht fass- 
lichen Form vorgefiihrt, erklart und erganzt werden, 


oe 


Zwolf Geduldspiele 


fiir Nichtmathematiker 
zum Zweeke der Unterhaltung historisch u. kritisch beleuchtet, 


Von 
Dr. Hermann Schubert, 


Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg. 
Originell kartonniert Mk. 2.—. 
— Neue Ausgabe. — 


In einigen dieser Spiele diirfte jeder Leser alte Bekannte wiedererkennen, die 
ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht wird indessen die Arbeit, 
wenn man den Weisungen des Verfassers folgt. Derselbe begniigt sich tibrigens nicht 
mit der Schilderung der Spiele und der Enthiillung ihrer Geheimnisse, sondern erteilt 
zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschliisse. 


Der Name des VerfaSsers biirgt fiir einen gediegenen Inhalt, und somit diirften 
die Biicher nicht nur dem Mathematiker von Fach, sondern jedem, der sich nur 
einigermassen fiir diese Wissenschaft interessiert, ja tiberhaupt jedem denkenden, 
gebildeten Laien manche genussreiche Stunde schaffen. 
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Elemente der Stereometrie | 


yon 


Prof. Dr. Gustav Holzmiuller. 


I. Band: Die Lehrsatze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 
Preis broschiert Mk. 6,—, gebunden M. 6.60. 


Ul. Band: Die Berechnung einfach gestalteter Kérper. Mit | 
156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10.—, gebunden ©) 
Mk. 10.80. 


II. Band: Die Untersuchung und Konstruktion schwierigerer 
Raumgebilde.. Mit 126 Figuren. Preis broschiert 
Mk. o.—, gebunden Mk. 9.80. 


IV. Band: Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. 
Mit 89 Figuren. Preis broschiert Mk. 9.—, gebunden 
Mk. 9.80. 


Dieses Werk diirfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und grtindlicher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
»elementar“ ist dabei so zu nehmen, dass die héhere Analysis 
und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie aus- 
geschlossen bleiben, wahrend die synthetische neuere Geometrie 
in den Kreis der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es 
die Methoden der darstellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet, 
worden ist, sind streng konstruiert und fast jede ist ein Bei- 
spiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereo- 
metrie weit tiber das tibliche Ziel hinaus, gibt mneben den 
Lehrsitzen umfangreiches Ubungsmaterial, betont die Konstruk- 
tion und die Berechnung gleichmassig und wird somit ah . 
Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem 
der hervorragenderen Lehrbiicher erreicht. 
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